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Wenn auf einem Gebiete, das einer ausgedehnten Litteratur 
sich erfreut, ein neues Buch erscheint, so bedarf dasselbe eines 
Begleitwortes » welches seine Stellung in der beziiglichen Litte- 
ratur kennzeichnet. Dies trifft im vorliegenden Falle zu; denn 
die Theorie der Beobachtungsfehler und die darauf gegriindete 
Methode der kleinsten Quadrate haben, obwohl zu den 
jiingeren Zweigen der angewandten Mathematik zihlend, 
bereits eine ansehnliche Reihe von Arbeiten zu Tage ge- 
fordert: Konnte doch Mansfield Merriman 1877 in seiner 
»List of Writings relating to the Method of Least Squares“ 
408 Titel anfiihren, und noch war dieses Verzeichnis nicht 
vollstandig und hat seither gewiss eine namhafte Erweiterung 
erfahren. a 

Zwei Griinde kénnen fiir: dite eifrige Pflese des Gegen- 
standes angefiihrt werden. ‘Hifmal ist es seine Metaphysik, 
welche immer wieder anregend wirkt und ihm das thitige 
Interesse der hervorragendsten Geometer, zugeftihrt hat. Dazu 
kommt die grosse praktische Bedeutung, die woméglich noch 
im Wachsen begriffen ist; denn kaum wird man, auf welchem 
Gebiete der messenden Disziplinen immer, in unseren Tagen 
Resultate aus Beobachtungen ableiten, die nicht vorher einer 
fehlertheoretischen Untersuchung und einer Ausgleichung 
unterworfen worden sind zu dem Zwecke, um ihr Ergebnis 
zu verschirfen und den Grad seiner Zuverlissigkeit fest- 
zustellen. 

Zweck des vorliegenden Buches ist es nun, ein még- 
lichst umfassendes und zusammenhingendes Bild der wissen- 
schaftlichen Grundlagen der Fehlertheorie und ihrer Ent- 
wicklung zu geben. Damit ist auch schon gesagt, dass das 


umfangreiche und mannigfaltige Gebiet der Anwendungen 
a® 
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sowie auch dasjenige, was nur auf die praktische Ausfiihrung 
der einschligigen Rechnungen sich bezieht, von dem Inhalte 
ausgeschlossen ist. In dieser Form hat das Buch, wie ich 
glaube, eine Berechtigung, weil ihm Ahnliche Schriften 
gleichen Umfanges nicht gegeniiberstehen, und eine zweifache 
Bestimmung: es diirfte geeignet sein diejenigen in den 
Gegenstand einzufiihren, welche ihm der’ metaphysischen oder 
der rein mathematischen Seite wegen ihre Aufmerksamkeit 
zuwenden, und dem Bediirfnis derjenigen entgegenkommen, 
welche mit praktischen Anwendungen der Fehlertheorie viel- 
fach beschaftigt sich mit ihren wissenschaftlichen Grund- 
lagen eingehender bekannt machen wollen, als dies an der 
Hand eines praktische Ziele verfolgenden Werkes méglich ist. 

Der Schwierigkeiten, welche sich der Lésung einer Auf- 
gabe wie die eben bezeichnete entgegenstellen und in der 
Materie selbst sowie in der ausgebreiteten Litteratur ihren 
Grund haben, war ich mir bewusst und muss es berufenen 
Fachminnern tiberlassen, zu urteilen, wie weit sie mir ge- 
lungen ist. 

Durch den Plan der Arbeit war es geboten, der histo- 
rischen Seite Rechnung zu tragen; ich habe dies durch An- 
ordnung des Stoffes wie auch durch litterar-historische Noten 
zu erreichen gesucht, von welch letzteren ich annehmen darf, 
dass sie ausreichen, um, wo es Bediirfnis wird, zu den Quellen 
zurtickzuftihren. 

Von den drei Teilen, in welche der Inhalt des Buches 
gegliedert ist, behandelt der erste die Theorie der linearen 
Fehler und ist naturgemiéss der umfangreichste; er enthalt 
alles, was auf direkte Beobachtungen sich bezieht. Der 
zweite Teil ist der Begriindung der Methode der kleinsten 
Quadrate gewidmet und schliesst die Grundlagen der Aus- 
gleichung vermittelnder und bedingter Beobachtungen in 
sich. Der dritte Teil hat den jiingsten Zweig der Fehler- 
theorie, die Fehler in der Kbene und im Raume, zum 
Gegenstande. Im Hinzelnen mége auf das ausfiihrliche In- 
haltsverzeichnis hingewiesen werden. 


Briinn, Juli 1891. EK. Czuber. 
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Erster. Teil. 


Theorie der linearen Beobachtungsfehler. 


“ 


§ 1. Wahrscheinlichkeit eines Beobachtungsfehlers. 


1. Zwischen der Bestimmung einer Grésse durch Rech- 
nung und durch Messung besteht ein wesentlicher Unterschied. 
Wahrend die Rechnung den Wert der unbekannten Grosse 
aus den Pramissen durch rein logische Schliisse mit abso-. 
luter oder mit beliebig weit getriebener Genauigkeit zu finden 
gestattet, tritt 1m andern Falle an die Stelle der logischen 
Schliisse der physische Vorgang der Messung oder Beobach- 
tung, der, von einer Reihe verschiedenartiger nie genau zu 
verfolgender Umstande begleitet, eine Abweichung des Resul- 
tates von der Wahrheit zur Folge hat, deren Betrag inner- 
halb gewisser Grenzen ungewiss bleibt. Diese Grenzen 
kénnen zwar durch Vervollkommnung der Hilfsmittel und 
Methoden enger gezogen werden; die Gewissheit aber, dass 
das Resultat mit der Wahrheit zusammentreffe, ist niemals 
zu erreichen. 

Die Fehler, welche den Beobachtungen einer gewissen 
Art anhaften, sind in dem Maasse wie diese selbst mehr 
oder weniger zusammengesetzter Natur. Selbst bei einem 
einfachen Messungsvorgange wird man bei niherem Zusehen 
mehrere verschiedene Ursachen oder Quellen von Fehlern 
nachweisen kénnen, wihrend andere wegen der Unvollkommen- 
heit unserer Kenntnisse verborgen bleiben. In welcher Weise 
jede dieser Ursachen zur Wirkung kommt, hangt von den 
wihrend der Messung herrschenden Umstinden ab; jedesmal 
aber wird der Gesamtfehler des Beobachtungsresultats 
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die algebraische Summe der aus den einzelnen Quellen ent- 
springenden oder der Elementarfehler sein. 

In Bezug auf ihre Wirkungsweise lassen sich, wenn 
auch nicht scharf, zwei Gattungen von Fehlerursachen unter- 
scheiden. Der einen Gattung von Ursachen gegentiber 
erscheinen die einzelnen Beobachtungen als voéllig unab- 
hingige Ereignisse, d. h. die Wirkung dieser Ursachen ist 
durch Umstiinde bedingt, welche yon einer Beobachtung zur 
nachsten sich andern und mit dieser selbst in keinem nach- 
weisbaren Zusammenhange stehen. Die durch derlei Ursachen 
hervorgebrachten Fehler werden als unregelmassige oder 
zufallige Fehler bezeichnet. 

Zu der zweiten Gattung werden solche Ursachen gezihlt, 
welche wahrend einer Reihe von Beobachtungen in einer 
gesetzmassigen, durch die Umstinde der Beobachtung be- 
dingten oder bestindig in derselben Weise zur Wirkung 
kommen. Die durch sie hervorgerufenen Fehler werden als 
systematische, regelmissige oder, im letztgedachten 
Falle, als konstante Fehler bezeichnet. 

Es ist schon bemerkt worden, dass diese Scheidung 
keine scharfe ist, indem es ganz wohl vorkommen kann, 
dass eine Fehlerquelle je nach Umstiinden bald systematische, 
bald zufallige Fehler erzeugt. So waren die aus der Un- 
gleichformigkeit der Teilung an einem Winkelmessinstrument 
entspringenden Fehler streng genommen zu den systema- 
tischen zu zihlen, und sie werden vollends konstant, wenn 
das Instrument zur wiederholten Messung ein und desselben 
Winkels bei unveriinderter Lage des Kreises verwendet wird. 
Man rechnet sie aber in der Regel zu den zufalligen Fehlern, 
weil bei der Messung verschiedener Winkel immer andere 
und andere Stellen des Kreises zur Verwendung kommen. 
Aber auch der Fall ist denkbar, dass eine Fehlerquelle, 
welche durch eine kurze Zeit systematisch wirkt, bei langerer 
Dauer der Beobachtungen ihre Wirkungsweise derart indert, 
dass die ihr zugeschriebenen Fehler als zufillig gelten kénnen. 
So kann ein von dem vermuteten abweichender Zustand 
der Atmosphiire eine beschriinkte Zeit hindurch systematische, 
ja konstante Fehler hervorrufen, sich aber bei weiterer Fort- 
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setzung der Beobachtungen derart iindern, dass die Fehler 
diesen Charakter verlieren und wie zufillige sich verhalten. 

Man fiihrt in lingeren Beobachtungsreihen diesen Uber- 
gang kiinstlich herbei, indem man die Umstinde der Absicht 
entsprechend aindert, systematischen Fehlern den wesentlichen 
Charakter zufalliger Fehler aufzuprigen, welcher in dem fort- 
wahrend wechselnden Sinne, besteht. 

Die Fehlertheorie macht tiberhaupt die Voraussetzung, 
dass die Beobachtungen von konstanten und systematischen 
Fehlern befreit worden sind, ehe sie der weiteren Unter- 
suchung zugefishrt werden. Denn man erkennt bald, dass 
diese Fehler einer allgemeinen Theorie unzuganglich sind, 
vielmehr in jedem einzelnen Falle eine besondere Unter- 
suchung erfordern. 

Den alleinigen Gegenstand der Fehlertheorie bilden also 
die unregelmissigen oder zufilligen Fehler. 

2. Die Beantwortung der Frage, ob es angehe, auf die 
Ergebnisse der Beobachtungen die Theorie des Zufalls anzu- 
wenden, hingt davon ab, ob es méglich ist, eine numerische 
Wahrscheinlichkeit anzugeben fiir einen Fehler von bestimm- 
tem Betrage bei einer unter gewissen Umstianden ausgefihrten 
Beobachtung*). Es ist einerlei, ob man diese Vorfrage be- 
ztiglich des aus einer einzelnen Fehlerquelle hervorgehenden 
oder beziiglich des Gesamtfehlers stellt; denn ist sie fiir 
jeden Elementarfehler zu bejahen, so gilt die Bejahung auch 
fiir den Gesamtfehler. | 

Khe wir darauf eingehen, wollen wir an einem einfachen 
typischen Beispiel die wesentlichen Voraussetzungen klar 
machen, an welche die Méglichkeit einer numerischen Wahr- 
scheinlichkeitsbestimmung gekniipft ist. Aus einer Urne, 
welche schwarze und weisse, nur durch die Farbe unter- 
schiedene Kugeln in einer bestimmten bestindig gleich blei- 
benden Anzahl enthilt, wird mehremale nach einander eine 
Kugel gezogen, die gezogene Kugel jedesmal zuriickgelegt 
und mit den tibrigen gehorig vermischt. Sind im Ganzen 


*) Kries, Die Principien der Wahrsch.-R. Eine logische Unter- 
suchung 1886, pag. 217. 
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m+n Kugeln gezogen worden, m davon weiss, so schliesst 
man auf Grund des Bernoulli’schen Theorems, dass die 
Wahrscheinlichkeit, in einer folgenden Ziehung eine weisse 
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Kugel zu treffen, sich von dem Bruche ~—~— nur unerheb- 
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lich und um so weniger unterscheiden werde, je grésser die 
Zahl m-+ n ist. Die Berechtigung dieser aposteriorischen, 
‘d. h. auf Grund von Beobachtungen ausgefiihrten Wahrschein- 
lichkeitsbestimmung hat eine Reihe nothwendiger Voraus- 
setzungen zur Grundlage, welche hier deutlich zu Tage treten. 
Es sind dies die konstant bleibenden Chancen fiir das Ziehen 
einer weissen und schwarzen Kugel, die Chancengleichheit 
der Hinzelfalle, die Unabhiangigkeit der Ziehungen unter ein- 
ander. 

Andererseits kann die Entscheidung dariiber, ob diese 
Voraussetzungen erfiillt sind, auf empirischem Wege getroffen 
werden, allerdings nicht mit Sicherheit, sondern nur mit 
mehr weniger grosser Wabhrscheinlichkeit. Angenommen, 
wir wiissten nicht, ob der Inhalt der Urne, beziehungsweise 
das Zahlenverhaltnis der weissen und schwarzen Kugeln, im 
Verlaufe der Ziehungen constant bleibt, ob die Ziehungen 
von einander unabhingig sind, ob also die gezogene Kugel 
jedesmal zurtickgelegt und mit den iibrigen gehérig vermengt 
worden ist, und es wire uns auch unbekannt, ob nicht etwa 
ein anderes Merkmal als die Farbe eine Ungleichheit der 
Chancen fiir die einzelnen Fille herbeitiihrt. Hatten wir nun 
die Resultate emer Anzahl von Beobachtungsreihen, welche 
sich in den Zahlen m,n; m’, 2’; m”,n”; --+ ausdriicken, und 
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~~, ~~; ao -++ nur sehr geringe Unterschiede aufweisen, 
so diirften wir aus diesem Verhalten der Resultate mit um so 
grésserer Wahrscheinlichkeit auf das Vorhandensein jener 
Voraussetzungen schliessen, je grésser die Anzahl der Be- 
obachtungsreihen und je ausgedehnter die einzelne ist. 
Wenn wir nun zu dem Fall von Beobachtungen zuriick- 
kehren and den Versuch machen, die aufgeworfene Frage zu 
beantworten, so werden wir bald gewahr, dass spekulative 


finden, dass die Zahlen oder 
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Krwagungen dazu nicht ausreichen. Unsere Kenntnis der 
zahlreichen Umstiinde, welche wir bei der betreffenden Gat- 
tung von Beobachtungen als maassgebend erkannt haben, 
bieten hierfiir kee gentigende Unterlage. Dazu kommt 
noch, dass andere Umstiinde sich unserer Wahrnehmung ent- 
ziehen, wieder andere uns als irrelevant erscheinen, wihrend 
sie es in Wirklichkeit nicht sind. 

Bei niherer Betrachtung der Umstiinde, welche bei den 
einzelnen Fehlerquellen maassgebend sind, werden wir ganz 
wohl auf Fehlerquellen kommen, bei welchen die Voraus- 
setzungen fiir die Bildung numerischer Wahrscheinlichkeiten 
als vorhanden angenommen werden kénnen. So kénnen die 
Verhiltnisse, welche fiir die aus den Sinnesorganen, aus dem 
Bau des Instrumentes und seiner einzelnen Theile entspringen- 
den Fehler bestimmend sind, wenigstens bei zeitlich nicht 
allzu ausgedehnten Beobachtungsreihen als véllig oder nahe 
constant angesehen werden. Andere Fehlerquellen wieder, 
wie etwa die kleinen Ungleichférmigkeiten emer Teilung, 
lassen eine ganz bestimmte Anzahl moglicher Fille erkennen, 
welche im Wechsel der bedingenden Umstinde bestiandig sich 
wiederholen. Bei einer anderen Gruppe von Fehlerquellen, 
wie bei den stérenden Hinfliissen der Ungleichformigkeit der 
Temperatur, bei den Erschiitterungen des Instruments, den 
Schwankungen in der Aufmerksamkeit des Beobachters werden 
die Verhaltnisse haufig so legen, dass der Gesamtbetrag 
dieser Hinfltisse als etwas von vornherein Bestimmtes gedacht 
werden kann, wahrend die Art ihrer zeitlichen und raéum- 
lichen Verteilung unbestimmt und dem Zufall tiberlassen bleibt. 

Ob aber die Voraussetzungen einer numerischen Wahr- 
scheinlichkeitsbestimmung, wenn sie einmal vorhanden waren, 
im Laufe der Beobachtungen auch erfiillt bleiben, kann nur 
yermutet werden. Dass es mit grosser Wahrscheinlichkeit 
der Fall ist, best&tigt das empirische Verfahren. Wir werden 
an spaterer Stelle Reihen von Beobachtungsfehlern kennen 
lernen, welche eine so gleichartige Zusammensetzung auf- 
weisen, dass man sich berechtigt halt anzunehmen, dass bei 
ihrer Hervorbringung thuliche Verhaltnisse geherrscht haben 
wie bei einem Zufallsspiele. 
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Wir nehmen also fiir die Folge an, dass bei den Be- 
obachtungen, welche wir der Behandlung unterziehen, beztig- 
lich der Erzeugung der Fehler, und zwar sowohl der ele- 
mentaren als auch des Gesamtfehlers, solche Verhiltnisse 
bestanden haben, welche die Angabe einer numerischen 
Wabhrscheinlichkeit fiir jeden Fehler von bestimmtem Betrage 
zulassen. 

3. Der aus einer Fehlerquella entspringende Fehler ist 
im allgemeinen aller zwischen gewissen, nicht naher zu be- 
zeichnenden Grenzen liegenden Werte fahig. Daneben gibt 
es aber auch Fehlerquellen, bei welchen die méglichen 
Fehlerbetrige eine diskrete Wertreihe bilden. Fiir den Gesamt- 
fehler, welcher sich als algebraische Summe der Elementar- 
fehler darstellt, folgt daraus, dass auch er im allgemeinen 
alle zwischen gewissen Grenzen enthaltenen Werte annehmen 
kann, welche Grenzen jedoch wie bei den Hlementarfehlern 
unbestimmt bleiben. Die Fehlertheorie betrachtet daher den 
unbestimmten Beobachtungsfehler als eine stetig verinder- 
liche Grdésse. 

Diese Auffassung entspricht allerdings den praktischen 
Verhaltnissen nicht. Vermége der bei jeder Gattung von 
Beobachtungsfehlern bestehenden Grenze des noch deutlich 
Wahrnehmbaren bilden die Fehlerbetrige, welche konsta- 
tiert werden kénnen, eine diskrete Wertreihe; mit anderen 
Worten: Fehlerbetrage, deren Differenz kleiner ist als die 
Grenze des deutlich Unterscheidbaren, werden als gleich be- 
funden. Nichtsdestoweniger kann eine allgemeine Theorie 
von der Vorstellung der stetigen Verinderlichkeit des Fehlers 
nicht absehen, weil diese allein eine analytische Behandlung 
moéglich macht. 

4. Hs ist oben von der Wahrscheinlichkeit eines be- 
stimmten Fehlerbetrages gesprochen worden. Dieser Begriff 
bedarf eine Prazisierung, da er in der vorliegenden Fassung 
ebenso wenig Bedeutung hat wie die Wahrscheinlichkeit, 
dass ein in einer begrenzten geraden Linie willkiirlich an- 
genommener Punkt mit einem bestimmten Punkte dieser 
Linie zusammenfalle, 


Wir gehen daher von dem leicht verstindlichen Begriff 
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der Wahrscheinlichkeit: aus, dass der einer Beobachtung an- 
haftende Fehler zwischen den Grenzen 0 und w enthalten 
sel, und bezeichnen dieselbe, sie uns als Funktion von # 
allen vorstellend, mit ®(«). Uber diése Funktion kénnen 
wir zunichst nur die eine bestimmte Aussage machen, dass 
sie ihren Wert nicht mehr findert, sobald w die untere oder 
die obere Grenze der Fehler iiberschritten hat; denn die 
Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler zwischen Null und einer 
solchen Grenze liegt, ist dieselbe wie die Wahrscheinlichkeit, 
dass er zwischen Null und einem jenseits dieser Grenze 
liegenden Betrag zu suchen sel. 

Wird nun die willktirliche Aunahme gemacht, dass 
(x) eine analytische Funktion von w sei, sind ferner x und 
x -+ Ax innerhalb der Fehlergrenzen liegende Betrige, so 
driickt die Differenz ®(% + 4x) — ®(x%) die Wahrschein- 
lichkeit aus, dass der Fehler einer Beobachtung zwischen 
den Grenzen # und x-+ 4x eingeschlossen ist. Je kleiner 
Ax, desto genauer wird jene Differenz durch das Produkt 
RESOLD, [e dargestellt, so dass, wenn man 

dx 2 


(1) 2. — (2) 
setzt, die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zwischen den 
Grenzen x und ~-++ d« durch y(x)dx dargestellt werden kann. 

Wenn man g(w)dx kurzweg als die Wahrscheinlichkeit 
des Fehlers a bezeichnet, so griindet sich dies auf die 
Vorstellung, dass alle Fehler des Intervalls « bis x + dx 
als unter einander gleich und gleich x angesehen werden, 
gegen welche vom praktischen Standpunkte nichts einzu- 


wenden ist. 

Die Umkehrung der Beziehung (1) giebt die neue 
2) D(a) = f pla)de, 

0 

vermoge welcher die Funktion ®(x) durch ein bestimmtes 
Integral der Funktion g(a) dargestellt ist. 

Es ist durch verschiedene Bezeichnungen versucht wor- 
den, die Bedeutung der Funktion o(«#) zu charakterisieren. 
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In seiner ersten Darstellung*) nennt sie Gauss unzutreffend 
die Wabhrscheinlichkeit des Fehlers 7, spater*) bezeichnet 
er sie als die relative Hiufigkeit des Fehlers; diese Bezeich- 
nung deckt sich am besten mit dem wahren Sinn. Cauchy ***) 
nennt m(#) den Index der Wahrscheinlichkeit des Fehlers z. 
Bei englischen Geometern ist die Bezeichnung: Gezetz der 
Leichtigkeit der Beobachtungsfehler (the law of facility of 
errors of observations) gebrauchlich. Wir werden g(a) kurz 
das Fehlergesetz nennen. 

Aus der oben hervorgehobenen Higenschaft von D(x) 
wiirde hervorgehen, dass g(x) jenseits der Grenzen des Ge- 
samtfehlers bestandig Null sei. Die getroffene Annahme 
aber, dass ®(x) und daher auch y(w) eine analytische Funk- 
tion sein soll, wird sich 1m allgemeinen mit den angegebenen 
Higenschaften dieser beiden Funktionen nicht vereinbaren 
lassen. Uberhaupt wird eine analytische Funktion den 
wahren Verlauf der Fehlerwahrscheinlichkeit in voller Strenge 
niemals darstellen kénnen, und nur die Erfahrung kann 
dartiber entscheiden, ob die Abweichungen innerhalb zu- 
lassiger Grenzen sich bewegen. 

Die Kurve, deren Gleichung 


(3) y = 9(2) 

ist, stellt in ihren Ordinaten den Verlauf der Wahrschein- 
lichkeit des Fehlers x, welcher als Abscisse aufgetragen 
wird, dar und heisst aus diesem Grunde die Fehlerwahr- 
scheinlichkeitskurve. Es hat dann die Wahrscheinlichkeit 
p(x)dx eines Fehlers zwischen x und x + dx die Bedeutung 
des Flachenelements und die Wahrscheinlichkeit ®(x) eines 
Fehlers zwischen 0 und a, wie tiberhaupt die Wahrschein- 
lichkeit eines Fehlers zwischen zwei um einen endlichen Be- 
trag verschiedenen Grenzen a, b die Bedeutung der Fiche, 
welche tiber dem durch die Grenzen bezeichneten Stiick der 
Abszissenaxe ruht und nach oben hin durch die Kurve (3) 
begrenzt wird. Die Wahrscheinlichkeit endlich, dass der 


*) Theoria motus corp. coel., Hamburgi 1809, Art. 175. 
**) Theoria combinat. observat. etc., Gotting. 1823, Art. 4. 
***) Compt, rend. XXXVII, pag. 264. 
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Fehler einer Beobachtung zwischen die fdussersten Grenzen 
der moéglichen Fehler falle, welche die Gewissheit ist, ent- 
spricht der ganzen Fliche der Kurve, die daher bei den 
Flichenvergleichungen als Hinheit zu dienen hat. Hine all- 
gemeine, alle Arten von Beobachtungen umfassende Theorie 
muss diese Grenzen unbestimmt lassen; sie wird alle Falle 
in sich begreifen, wenn sie die Grenzen bis — co und + co 
erstreckt, so dass 


(4) f e@de=1 
sein wird. Erfiillt qm(#) die Forderung, dass es fiir alle 
Werte von # jenseits der Fehlergrenzen Null ist, dann hat 
die Hrstreckung des Intégrationsgebietes keine Folgen; erftillt 
die Funktion jene Forderung nicht, dann muss sie not- 
wendig jenseits der Fehlergrenzen so kleine Werte an- 
nehmen, dass der daraus resultierende Anteil des Integrals 
gegentiber demjenigen, welcher sich auf dem Gebiet der 
moéglichen Fehler ergibt, als verschwindend _ betrachtet 
werden kann. 

Neben dieser Darstellung des Fehlergesetzes durch eine 
Kurve gibt es noch eine zweite, welche darin besteht, dass 
man sich die Gerade, auf welcher die Fehler abgetragen 
werden, mit Masse besetzt denkt, deren Dichte in der Ent- 
fernung « vom Nullpunkte gleichkommt g(x#).. Dann be- 
deutet die Masse eines Stiickes der materiellen Geraden die 
Wahrscheinlichkeit, dass der Endpunkt des Fehlers diesem 
Stiick angehére, wahrend die Masse der ganzen Geraden die 
Hinheit ist (vgl. Art. 154). 

Insofern der Fehler, welcher einer unmittelbar gemes- 
senen Grésse anhaftet, auf emer Geraden dargestellt werden 
kann, bezeichnet man ihn als einen linearen Fehler. 

5. Das wahre Gesetz der Wahrscheinlichkeit der Be- 
obachtungsfehler, fiir welches die analytische Funktion g (x) 
eine Anniherung bilden soll, hangt ohne Zweifel nicht 
allein von der Grdsse, des Fehlers, sondern auch von an- 
deren Umstianden ab und 4dndert sich daher von Fall zu 
Fall. So wird die Individualitét des Beobachters, die Be- 
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schaffenheit der von ihm verwendeten Instrumente, die ge- 
messene Grésse selbst dabei eine Rolle spielen. 

Die Aufstellung von g(x) kann nicht Gegenstand einer 
rein analytischen Deduktion sein, sie muss sich vielmehr 
notwendig auf die Erfahrung stiitzen. Das primitivste Ver- 
fahren besttinde darin, dass man versuchsweise Formen fiir 
(a) aufstellt, welche gewissen durch die Erfahrung diktierten 
Forderungen geniigen; der Vergleich mit ausgeftihrten Be- 
obachtungsreihen hatte dann zu entscheiden, wie weit diese 
Formen der Wirklichkeit entsprechen und welche von ihnen 
es am vollkommensten thut. 

Von diesem Verfahren sehen wir hier aus naheliegen- 
den Griinden ab und wenden uns zuerst demjenigen zu, 
welches der ersten wissenschaftlich begriindeten Aufstellung 
von (az) durch Gauss zu Grunde liegt*). Dieses Verfahren 
beruht auf folgenden Erwigungen. 

Ist eine Reihe von Beobachtungen in der Absicht aus- 
gefiihrt worden, um die Werte fiir eine oder mehrere unbe- 
kannte Gréssen daraus abzuleiten, und ist ein allgemeines 
wahrscheinlichkeitstheoretisches Prinzip iiber die 
zweckmissigste Wahl dieser Werte aufgestellt worden, so 
kénnen mit Hilfe dieses Prinzips und der als bekannt vor- 
ausgesetzten Funktion g, welche das Gesetz der Fehler 
jener Beobachtungen ausdriickt, die gesuchten Werte ermit- 
telt werden. 

Wenn aber umgekehrt in einem solchen Falle beziiglich 
der Wahl dieser Werte kein Zweifel besteht oder eine Hypo- 
these aufgestellt worden ist, so lasst der angedeutete Wee 
die Méglichkeit der Bestimmung von offen. Es ist klar, 
dass das Vertrauen, welches die so gefundene Form des 
Fehlergesetzes beanspruchen darf, nicht stirker sein kann als 
dasjenige, welches die Hypothese iiber die zweckmiissigste 
Wahl der Werte der Unbekannten selbst einflésst. Je besser 
also diese Hypothese begriindet ist, desto berechtigter die 
Krwartung, dass die Function m dem wahren Gesetz der Wahr- 
scheinlichkeit der Beobachtungsfehler nahe kommen werde. 


*) Theoria motus corp, coel. 


Nicht zu tibersehen ist hierbei der Umstand, dass die 
Aufstellung des allgemeinen Prinzips tiber die zweck- 
miissigste Wahl der Werte fiir die Unbekannten selbst wieder 
eine Willkiir in sich schliesst. 


§ 2. Allgemeine Prinzipien tiber die zweckmissigste 
Wahl des Wertes der Unbekannten. 


6. Der einfachste Fall der Bestimmung unbekannter 
Gréssen aus Beobachtungen tritt ein, wenn eine Grdésse, 
deren Wert feStgestellt werden soll, wiederholt unmittelbar 
und mit gleicher Genauigkeit gemessen worden ist. Man 
spricht dann von direkten Beobachtungen gleicher Ge- 
nauigkeit. 

Was man unter Beobachtungen gleicher Genauigkeit zu 
verstehen habe, bedarf einer Erklirung. Im gewdhnlichen 
Sinne bezeichnet man Messungen einer und derselben Grosse ° 
als gleich genau, wenn sie um denselben Betrag von der 
Wahrheit nach der einen oder andern Seite abweichen. In 
diesem Sinne kann aber bei mehr als zwei Beobachtungen, 
deren Resultate von einander verschieden sind, von gleicher 
Genauigkeit nicht die Rede sein. In der Fehlertheorie fasst 
man jene Bezeichnung vielmehr dahin auf, dass einem 
Fehler von irgend welchem bestimmten Betrage bei allen 
Beobachtungen die namliche Wahrscheinlichkeit zukommt, - 
mit andern Worten, dass die Fehler aller Beobachtungen 
ein und demselben Gesetze folgen. 

Fiir ee unbekannte Grosse seien also durch » gleich 
genaue Beobachtungen die Werte J,, l,,... Jl, gefunden 
worden. 

Angenommen, # sei der wahre Wert jener Grosse; dann 
sind « —1,, x —l,,...%—lJ, die den Beobachtungen an- 
haftenden Fehler. Bezeichnet m(s) das Gesetz, welchem sie 
unterliegen, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass die erste, 
zweite,... Beobachtung den Wert 1,, l,,... ergeben habe, 
proportional beziehungsweise p(x —1,), p(w —1,),... Sofern 
man die einzelnen Beobachtungen als von einander unab- 
hangig voraussetzen kann in dem Sinne, dass das Ergebnis 
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der einen ohne Hinfluss ist auf das Ergebnis der nach- 
folgenden, ist die Wahrscheinlichkeit a priori des beobach- 
teten Ereignisses, bestehend in dem Zusammentreffen der 
Resultate J,, 1,,...,, proportional dem Produkt 
(1) 2= pe —1,)p(@—h)... pe — |). 

Die Grésse wz, als Ursache des beobachteten Hreignisses 
angesehen, ist aller zwischen gewissen Grenzen x, X ge- 
legenen Werte fihig. Nimmt man an, dass vor Ausfiihrung 
der Messungen mangels anderweitiger Kenntnisse alle diese 
Werte als gleich méglich angesehen werden miissen, so ist 
die Wahrscheinlichkeit a priori, dass der Wert der Unbe- 
kannten zwischen den Grenzen « und «-+dz eingeschlossen 
sel, unabhangig von x und nur dem Intervall dx der Grenzen 
proportional, so dass die Wahrscheinlichkeit der letzteren 
Annahme tiber den Wert der Unbekannten nach erfolgten 
Beobachtungen dargestellt ist durch 
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Dieser Ansatz entspricht den thatsaichlichen Verhilt- 
nissen insofern nicht vollstindig, als man in Wirklichkeit 
beziiglich der zu bestimmenden Grésse wohl niemals in sol- 
cher Unkenntnis sich befinden wird, um iiber ihren wahren 
Wert keine gegriindeten Vermutungen aufstellen zu kénnen*). 
Die apriorische Wahrscheinlichkeit wird also nicht fiir alle 
Werte von w# dieselbe, sondern nach einer Funktion von « 
geregelt sein, welche, dem Satze von Bayes gemiss, in dem 
Ausdruck fiir p als Faktor im Zihler und im Nenner unter 
dem Integralzeichen auftreten sollte. Der Grund, warum diese 
Inkorrektheit keinen Nachteil zur Folge hat, liegt darin, dass 
innerhalb jener Grenzen, welche praktisch in Betracht kommen 
k6énnen, die einzelnen Werte von « thatsiichlich als gleich még- 
lich angesehen werden diirfen, wahrend ausserhalb dieser 
Grenzen, wo eine erhebliche Anderung dieses Verhiiltnisses 
eintritt, zufolge der Natur der Funktion g, wie bald gezeigt 


*) Kries, Princ, der Wahrsch.-R., pag. 122 fly. 
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werden wird, das Produkt 8 von so geringfiigigem Betrage 
ist, dass die Hinzuftigung eines weiteren von x abhiingigen 
endlichen Faktors eine Modifikation des Resultates nicht her- 
beifiihren kann. In dem letzteren Umstande ist es auch be- 
grtindet, dass man, analytischer Vorteile halber, das Gebiet 
2, bis X der méglichen Werte von x auf das Gebiet — oo 
bis + oo aller reellen Zahlen ausdehnen darf. 

In demselben Sinne, in welchem g(e) das Gesetz der 
Wahrscheinlichkeit des Fehlers der einzelnen Beobachtung 
darstellt, driickt 


(3) y= Ho(z —l)p@ — kh)... p(@ — |) 
das Gesetz der Wahrscheinlichkeit der Werte von « aus, 
wenn man zur Abkiirzung 


52 
aa | e@—h)e@ —4)...9@ — da 
setzt. Hine Kurve mit obiger Gleichung, x als Abszisse 
und y als Ordinate aufgefasst, wird den Verlauf dieser Wahr- 
scheinlichkeit zur Anschauung bringen. 

7. Gauss*) wahlt unter den verschiedenen Werten von 
x denjenigen als den zweckmissigsten, fiir welchen die Wahr- 
scheinlichkeit p am gréssten ist, und nennt ihn demgemiss 
den wahrscheinlichsten Wert von x**). Seine Bestim- 
mung fiihrt in letzter Linie auf die Bedingung 


2 ein Maximum 
oder 


(4) aan 


Da mit 2 gleichzeitig auch y ein Minimum wird, so 
entspricht in der geometrischen Darstellung von (3) der 


*) Theoria motus corp. coel., Art. 177. — Vgl. hierzu Anmerkg. 
zu 123. 

**) Dieses Prinzip ist schon von Daniel Bernoulli befolgt wor- 
den: Dijudicatio maxime probabilis plurius observationum discrepan- 
tium atque verisimillima inductio inde formanda, Acta Acad. Petropolit. 
p. 1777, pag. 3 flg. Von Euler wurde dasselbe bestritten (ibid., 
pag. 24 fle.) und durch ein anderes ersetzt, dessen Anfiihrung wir ftir 
tiberfltissig halten. 


wahrscheinlichste Wert von a der grossten Ordinate als 
Abszisse. 

8. Laplace*) geht von der Anschauung aus, dass jeder 
Fehler in der zu bestimmenden Grésse, er sei positiv oder 
negativ, wie ein Verlust im Spiele anzusehen sei, und dass 
man daher jeden Wert, welchen man wahlt, nach dem mut- 
maasslichen Gesamtverlust, d. i. nach der Summe der Pro- 
dukte aller méglichen Fehler, ohne Riicksicht auf ihr Vor- 
zeichen, mit ihren respektiven * Wahrscheinlichkeiten zu 
beurteilen habe. Diesen mutmaasslichen Gesamtverlust be- 
zeichnet er als den ,,mittleren zu befiirchtenden Fehler“; 
im Hinklange mit der jetzt tiblichen Terminologie wire er 
als ,,durchschnittlicher Fehler“ zu benennen. Als den vor- 
zugsweise zu wahlenden Wert von « erklirt nun Laplace 
denjenigen, welchem der kleinste durchschnittliche Fehler 
zukommt. 

Um diesen Wert a zu finden, verlegen wir den Anfangs- 
punkt fiir die Zihlung der Werte w in den Anfangspunkt 2, 
ihres Gebietes und nennen dann die Koordinaten eines be- 
liebigen Punktes der Wahrscheinlichkeitskurve (3) a’, y’. 
Ist xv der wahre Wert der Unbekannten, so ist ~’ — a der 
Fehler von a; derselbe ist positiv oder negativ, jenachdem 2’ 
grésser oder kleiner ist als a; mithin ist der durchschnitt- 
liche Fehler von a gleich 


a axe 
fl (a — x’)y'dx’ + fe —a)y'dx’; 
0 a 


die Bedingung seines Minimums besteht in dem Verschwinden 
des in Bezug auf a gebildeten Differentialquotienten und lautet 


a xt 
(5) [va =J Yan . 
5 a 


Geometrisch ist also der nach dieser Vorschrift zu 


*) Théorie analyt. des Probab., Il., Art. 23. Die erste Verdffent- 
lichung dieses Teils fallt in das Jahr 1774, Mém, Acad. Paris par 
divers Savans, vol. VI, pag. 621 fle. — Vel. ferner Hist. Acad. Paris 
p. a. 1778, pag, 322 fle. 


wihlende Wert von w durch diejenige Abszisse dargestellt, 
deren zugehérige Ordinate die ganze von der Wahrschein- 
lichkeitskurve (3) begrenzte Fliche halbiert, so dass die 
Wahrscheinlichkeit, der wahre Wert sei kleiner als a, ebenso 
gross ist wie die Wahrscheinlichkeit, er sei grésser als a. 

9. Von einem iahnlichen Gesichtspunkte ist Gauss in 
seiner spiiteren, unserem Gegenstande gewidmeten Arbeit*) 
ausgegangen. Auch er vergleicht die Bestimmung einer 
Grésse durch Beobachtung mit einem Gliicksspiele, bei dem 
nur verloren werden kann. Wéahrend aber Laplace die 
Grésse des Verlustes nach dem absoluten Betrage des Fehlers 
schatzt, wihlt Gauss hierzu das Quadrat des Fehlers als 
die einfachste, bestiindig positiv bleibende stetige Funktion 
desselben. Hine Willkiir lasst sich, wie Gauss selbst her- 
vorhebt, weder der einen noch der andern Festsetzung ab- 
sprechen, und welche von beiden man vorziehen soll, kann 
durch abstrakte Erwaigungen nicht festgestellt werden. Fiir 
die analytische Behandlung ist das von Gauss _ befolgte 
Prinzip insofern geeigneter, als es den Zeichenunterschied 
der Fehler und damit die Unterbrechung der Stetigkeit, welche 
bei dem Laplace’schen Prinzip an der Nullstelle eintritt, 
in der einfachsten Weise aufhebt. 

Im Sinne dieses Prinzips ist eine Bestimmung der un- 
bekannten Grésse zu beurteilen nach der Summe der Pro- 
dukte aus den Quadraten der mdglichen Fehler mit den 
zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten; die Quadratwurzel aus 
dieser Summe bezeichnet Gauss als den mittleren in der 
Bestimmung zu befiirchtenden Fehler und erklirt die- 
jenige Bestimmung fiir die zweckmissigste, welche den 
kleinsten mittleren Fehler zur Folge hat. 

Mit Beibehaltung der vorhin eingefiihrten Bezeichnungen 
ist das Quadrat des mittleren Fehlers in der Bestimmung a 


durch 
x 
Je —a)’ydx 


*) Theoria combin. observ., art. 6. — Vgl. hiertiber Anmerkg. 
zu 123. 
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dargestellt, und die Bedingung seines Minimums in Bezug 
auf a lautet 


(6) Je — ajydz = 0. 


Der auf Grund dieses Prinzips zu wihlende Wert der 
Unbekannten ist also durch die Abszisse'des Schwerpunktes 
der ganzen von der Wahrscheinlichkeitskurve (3) begrenzten 
Fliiche bestimmt*). , 

Im allgemeinen werden die drei vorgefiihrten Bestim- 
mungsweisen, welche nach dem, was bei der letzten bemerkt 
worden ist, noch durch andere vermehrt werden kénnten, zu 
verschiedenen Resultaten fiihren; es sind aber Formen der 
Wahrscheinlichkeitskurve y = H2 denkbar, fiir welche diese 
Resultate in eins zusammenfallen. Wir werden in kurzem 
den Fall naher betrachten. 


§ 3. Das arithmetische Mittel. 


10. In dem zu Beginn des vorigen Paragraphen definirten 
Falle direkter Beobachtungen gleicher Genauigkeit galt seit 
jeher bei den Beobachtern die Regel, dass der zweckmissigste 
Wert, welchen man fiir die Unbekannte wahlen kann, das 
arithmetische Mittel aller Messungsergebnisse sei. Diese 
Regel hat Gauss**) als Hypothese oder als Axiom der Ab- 
leitung von gm zu Grunde gelegt in dem Sinne, dass er das 
arithmetische Mittel fiir den wahrscheinlichsten Wert 
der unbekannten Grosse erklirt. Auch Legendre beruft 
sich in der Arbeit***), welche neben der soeben citierten 
von Gauss die wissenschaftliche Verwertung von Beobach- 
tungsergebnissen begriindet hat, auf diese Regel. 

~Bevor wir von dieser Hypothese in dem angezeigten 
Sinne Gebrauch machen, wollen wir uns mit ihr selbsi ein- 
eehender beschiaftigen. 


*) Vel. den Schluss von Art, 12. 
**) Theoria motus corp. coel., art. 177. 
***) Nouvelles méthodes pour la détermination des orbites des 
cométes, Paris 1806, pag. 74. 
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11. Die erste wissenschaftliche Untersuchung, beziehungs- 
weise Begriindung der Regel vom arithmetischen Mittel ver- 
dankt man Lagrange*), Die betreffende Arbeit, durch hohe 
Klarheit ausgezeichnet, bildet zugleich die erste Anwendung 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf Beobachtungsfehler. Fiir 
unsere Zwecke wird es geniigen, auf die beiden Probleme 
eimzugehen, welche Lagrange als . und V. behandelt. 

Das erste derselben kann wie folgt ausgesprochen 
werden: Vorausgesetzt, man kénne sich bei jeder Beobach- 
tung um eine Hinheit sowohl im positiven wie im negativen 
Sinne irren, es, sei aber das Verhaltnis der Anzahl der Fille, 
in denen man ein genaues Resultat erhalt, zur Anzahl derer, 
welche einen Fehler + 1, beziehungsweise — 1 geben, wie 
a:b:b; so verlangt man die Wahrscheinlichkeit, dass bei 
dem Mittel aus » Beobachtungen der Fehler den absoluten 


Betrag a (m <m) nicht tiberschreite. 


In dem Mittel aus » Beobachtungen kann der Fehler 


offenbar einen der Werte 0, -+ A + BAO ++ = =+1 


nm? 

*) Mémoire sur l’utilité de la méthode, de prendre le milieu 
entre le résultats de plusieurs observations etc., Miscell. Taurinensia, 
tome V (fiir die Jahre 1770—1773, die Abhandlung selbst fallt in das 
Jahr 1774), pag. 167 fig. Der hier in Betracht kommende Teil der 
Arbeit ist wiedergegeben von Encke in der Abhandlung: Uber die 
Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf Beobachtungen, Berl. 
Astron. Jahrb. 1853. — Lagrange’s Arbeit hat zur Zeit ihres Er- 
scheinens vermdge der Neuheit des Gegenstandes die Aufmerksamkeit 
der Mathematiker in hohem Grade auf sich gelenkt. Dies beweisen 
mehrfache Reproduktionen und Kommentare, so von Joh. HI. Ber- 
noulli in der Encycl. Méthodique, vol. II, pag. 404 flg., von Euler 
in den Acta Acad. Petropolit., vol. III, pag. 289 flg., von Trembley 
in den Mém. Acad. Berlin 1801, pag. 29 fle. — Als Vorlaiufer von 
Lagrange hat Simpson zu gelten: An Attempt to show the Ad- 
vantage arising by Taking the Mean of a Number of Observations, in 
Practical Astronomy, zum gréssten Teil der Wiederabdruck einer 1756 
in den London Philos. Transact. veréffentlichten Arbeit, erschienen in 
den Miscellaneous Tracts one some curious and very interesting Sub- 
jects in Mechanics, Physical-Astronomy and Speculative Mathematics, 
1757, pag. 64 flg. In dieser fiir ihre Zeit héchst wertvollen Unter- 
suchung ist die Idee eines Fehlergesetzes zum erstenmale ausgesprochen. 


Czuber, Theorie der Beobachtungsfehler, 2 


chia ge i gehe b —= 9 
annehmen, und die Wahrscheinlichkeit, dass er dem abso- 


luten Betrage nach = nicht tiberschreite, wird die Summe 


der Wahrscheinlichkeiten sein, dass er 0, +1, + =, 
+E ~ betrage. Man wird also zuerst die Wahrscheinlich- 


keit des Fehlers +- £ suchen. 


Die Aufgabe kann auf das Spiel mit emem Wiirfel Gm 
weiteren Sinne) zuriickgefiihrt werden, auf welchem a Seiten 
mit 0, b Seiten mit + 1 und 6 Seiten mit — 1 bezeichnet 
sind; man wirft » mal und verlangt die Wahrscheinlichkeit, 
dass die Summe der erschienenen Zahlen + uw sei. Die 
Anzahl der diesem EHreignis giinstigen Falle ist der Koef- 
fizient MZ von ¢ in der Entwickelung der n®" Potenz des 
Trinoms at? + bt + bt-1=a-+ b(t-+¢-). Da aber dieses 
Trinom symmetrisch ist in Bezug auf ¢ und ¢—}, so wird 
auch die Entwickelung der ‘" Potenz symmetrisch in Be- 
zug auf gleich hohe positive und negative Potenzen von f; 
folglich wird auch der Koeffizient von ¢~“ gleich M sein 


und die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler +- - betrage, 


sich darstellen in dem Bruche ecb 


(a+ 20)" 
Nun ist 


(a + b(t + t1))" = a" + nar b(t 4 t) 
+ (are He fe 


und darin 
¢+3P%=—/?+42?+42 
¢LerpaPpre43¢4e% 
¢+ryarterepaepery +e 


ae 


wenn man daher der obigen Entwickelung die Form 


A+BE+r) +O +r) 4-. 


erteilt, so erkennt man alsbald, dass 


se OY 
A=a"+ () (2) eB (a+) arb, 
IPS (7) ab + G) @) q?— 3 $3 + (3) @ q’—> p> + (3) *) qr-7 b+ tee 
O= (Sar 8+ (t(j) a4 + (ar 8+) Qa 


Demnach ist 
M= (3) a" bt a. (“ x) (.,,t3) af—u—2 bet? 


4. (GES) Cam q?—t—4 bet+4 +- aS 
und die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler des Mittels dem 


absoluten Betrage nach = nicht iibertreffe, 


paAteB+2e+- +++ 2M 
(a + 26)” 
Zwischen den Koeffizienten A, B, C... besteht ein 
Zusammenhang, welcher ihre successive Berechnung erleich- 
tert; derselbe ergibt sich, wenn man die Gleichung 


@to¢+r y= A+ BEF) POC +E) + 
logarithmisch differentiiert und das Resultat mit ¢ multipli- 
ziert; wenn man hierauf die so gefundene Gleichung 

BO ge ee Btn) 2 C (Peer 7) eee) Ge ei) ose 
eters) AveG1i) 4 ore pepe). 
von den Nennern befreit und beide Seiten derselben ver- 


gleicht, so ergeben sich zur Bestimmung von A, B, C,... 
die Gleichungen 


nb(A ~C)= aB-+ 200 
nb(B —D)=2aC+ 0(B+ 3D) 
nb(C — E)=3aD+ 0720+ 4E£) 


aus welchen sich mit der Abkirzung - == i 


ee ae 
mate 
(n—1)B—2kC 
D n-+ 3 
E (n— 2)C —3kD 


Q* 


mY = 


findet, so dass mit Hilfe von A und B die tibrigen Koef 
fizienten leicht berechnet werden konnen, 

Macht man die spezielle Annahme a = 0, also k= 1, 
welcher zufolge bei der einzelnen Beobachtung die Fehler 
0, +1 und — 1 mit gleicher Leichtigkeit begangen werden 
kénnen, und rechnet P fir n=—1, 2, 3, ... und die ver- 


schiedenen zulissigen Werte von fy so gelangt man zu 
a 


foleender Tabelie: 


Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler des Mittels nicht tiberschreite 
0 " 2 3 Leal 5 6 
es wee ee eee ee 
1 | | | 
3 7 
7 ere Ai bet te 
7 19 25 
2 ae ot! ee 
: 27 27 27 J 
19 BL, Testi, 79 
2a isi 81 Fibs mal i 
5 51 141 201 | 23t~! 241 1 
243 243 243 243 243 
6 144 393 573 | 673 715 (20 beatae 
729. | 729 729 729 | 729 729 


Die Tabelle zeigt, dass bei zwei Beobachtungen die 
Wahrscheinlichkeit eines fehlerfreien Mittels dieselbe ist wie 


die einer fehlerfreien Kinzelbeobachtung, namlich 3) Wahrend 


aber bei der letzteren, da sie nur der Fehler 0 und +1 
fahig ist, die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler nicht 


cs : 1 : 
erdsser sei als > dem absoluten Betrage nach, noch immer 


eleichkommt =“ ist diese Wahrscheinlichkeit bei dem Mittel x . 

Bei dem Mittel aus drei Beobachtungen ist die Wahr- 
scheinlichkeit des Fehlers 0 gleich =) also kleiner als bei 
einer Kinzelbeobachtung; wiihrend aber bei der letzteren die 


Wahrscheinlichkeit fiir die Fehlergrenzen —+- te aie = die- 


SLiGeC eee 
selbe ist wie fiir den Fehler 0, nimlich 2 = = betriagt sie 
bei dem Mittel a beziehungsweise as 
Dieses Verhiltnis verstiirkt sich mit der Anzahl der 
Beobachtungen. Man iiberblickt es noch deutlicher, wenn 
man beispielsweise die Wahrscheinlichkeiten ftir die Fehler- 
Oe ae 
grenzen + bei n=1, 2, 3,... Beobachtungen zusammen- 


stellt; man findet aus der obigen Tabelle 


fiir PO NAR Oo J vk ee oe 
“ao 
4 75%: 5 1 q 19 ral 201 673 
] hree : ts us : BLT See 
die Wahrscheinlichkeit s 5 oF eave a 
243 567 513 639 603 673 
739 1729. 9729 729, 729-—7o9 


oder 


Die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler des Mittels inner- 
halb gegebener Zahlen eingeschlossen bleibe, nimmt also mit 
der Anzahl der Beobachtungen, welche zu dem Mittel ver- 
einigt werden, zu und nahert sich sehr rasch der Hinheit 
oder Gewissheit. Hierin bestehe, hebt Lagrange hervor, 
der Hauptvorteil, den man hei dem Mittel aus mehreren 
Beobachtungen erreicht. 

Das zweite der angezogenen Probleme lautet: Ange- 
nommen, jede Beobachtung sei irgendwelchen gegebenen 
Fehlern unterworfen, und man kenne zugleich die Anzahl 
der Falle, in welchen jeder Fehler eintreten wird, so ver- 
langt man denjenigen Fehler des Mittels, ftir welchen die 
Wabhrscheinlichkeit am gréssten ist. 

Es seien p, q, 7,... die Fehler, welchen jede Beobach- 
tung unterworfen ist, und a, b, c,... die beztigliche Anzahl 
der Falle, welche jeden dieser Fehler eintreten lassen. Dann 
wird die Wahrscheinlichkeit, dass dem Mittel aus  Beobach- 


tungen der Fehler r anhafte, erhalten, wenn man den Koef- 
fizienten von ¢ in der Entwickelung von (at? + bi”-+ ct?-+----)”, 
welcher die Anzahl der giinstigsten Falle darstellt, durch die 


Anzahl der méglichen (a + 6-+c¢-+---)" dividiert. Jener 
Koeffizient hat nun die Form 


SS fe 


n! 9 
Mes OS CT oak 3%, 


CON TOME GON eo 
wobei 


CIT De leiy sacemaate od ard Reg i ak 2 1 


ist, und er muss, dem Verlangten zufolge, kleiner werden, 
wenn man die Exponenten um eine Hinheit andert, jedoch 
so, dass bestindig «+ 6B+y+---=n bleibt. Bringt 
man beispielsweise «+1, B—1, y,... an Stelle von 
a, B, y,.-., 80 geht M tiber in 

pal. 


nimmt man dagegen «—1, B+1, y, ... statt a, B, y,... 
so verwandelt sich MZ in 


e bM 
B+i a 
und es muss sowohl 
i @ a - 5b 
aero als auch fed ae 
oder 
a+1 a ce a 
oe Pate ues eu 
Dies findet aber nur dann statt, wenn 5 = ~ Auf dieselbe 
Weise findet man = ",.... Dies im Zusammenhalte 
mite+fP+y-+---=—n gibt 
py Na Jon nd see ee eee 
= aap capes) gb eaamaa aha go aes 


Streng genommen sind, wenn die rechten Seiten dieser Glei- 
chungen Briiche vorstellen sollten, fiir a, 6, y, ... die nachst- 
liegenden ganzen Zahlen zu nehmen. 
Der Fehler des Mittels, welchem die grésste Wahrschein- 

lichkeit zukommt, wird hiernach 

eS. ORE UG er a 

n atb+c+.-.-- 
sei. Diesen Wert erklirt Lagrange als die Korrektion, welche 
man an dem Mittel aus mehreren Beobachtungen anzubringen 
hatte. Sie stellt nichts anderes vor als die Summe der Pro- 
dukte der verschiedenen Fehler, welchen die einzelne Be- 
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obachtung unterworfen ist, mit ihren beztiglichen Wahr- 
scheinlichkeiten. Nach einem in der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung iiblichen Sprachgebrauche witirde man diese Summe 
als den wahrscheinlichen Wert des Fehlers einer Beobach- 
tung bezeichnen. 

Bemerkenswert ist die mechanische Deutung, welche 
Lagrange dem obigen Resultate gibt. Betrachtet man 
nimlich die Gréssen a, b, c,... als Gewichte, angebracht 
an einer Geraden in den Entfernungen p, q, r,... von 
einem festen Punkte, so stellt obige Korrektion die Ent- 
fernung des Schwerpunktes jener Gewichte von dem festen 
Punkte vor. 

Nimmt man also an, dass jede Beobachtung allen zwischen 
bestimmten Grenzen liegenden Fehlern unterworfen sei, und 
dass man die Wahrscheinlichkeitskurve dieser Fehler kennt, 
so braucht man nur den Schwerpunkt der ganzen Flache 
dieser Kurve zu bestimmen und die Abszisse desselben wird 
die Korrektion des Mittels ausdriicken. Wenn die Kurve 
symmetrisch ist in Bezug auf die Ordinatenaxe, d. h. wenn 
positive und negative Fehler gleichen Betrages gleich wahr- 
scheinlich sind, so wird die Abscisse des Schwerpunktes oder 
die an dem Mittel anzubringende Korrektion gleich Null. 

Diese Untersuchungen sind geeignet, die Regel des arith- 
metischen Mittels vom Standpunkte der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung als ein zweckmissiges Verfahren zur Bestimmung 
einer unbekannten Grosse aus Beobachtungen zu rechtfertigen, 
zumal die letzten Beobachtungen, welche sich bis zu der 
Auffassung eines stetigen Fehlergebietes erheben. Zur Ent- 
scheidung der Frage aber, ob das arithmetische Mittel 
jeder andern Verbindung der Beobachtungen vorzuziehen sei, 
bringen sie nichts bei, da sie diese Frage gar nicht beriihren. 

12. Hine andere, ebenfalls auf Wahrscheinlichkeits- 
betrachtungen beruhende Rechtfertigung der Regel des arith- 
metischen Mittels kann auf eine von Laplace*) gegebene 
Analyse gegriindet werden. 

Gesetzt, fiir die Unbekannte X seien durch Beobachtung 


*) Théorie analyt. des Probab., IL, art. 18. 


oad we 


die m Werte l,, ,,...l, gefunden worden. Sind ¢,, &,... & 
die Fehler dieser Beobachtungen, so zwar, dass 
Xai py Hh pe =: =), + &, 
so ist 
LO a i eas A i i a Ae 

Die betreffende Analyse beschaftigt sich nun mit der 
Bestimmung der Wahrscheinlichkeit, dass die Summe der 
Fehler ¢, + ¢& +--+: -+ & eimer gegebenen Grosse gleich- 
komme. Vorausgesetzt wird dreierlei: 1) Dass die Anzahl 
n der Beobachtungen sehr gross sei; 2) dass sie alle gleich 
genau seien, dass also ihre Fehler ein und demselben Ge- 
setze unterliegen; 3) dass dieses Gesetz die Higenschaft 
p(— x) = (a) besitze. . 

Wir denken uns das Gebiet zwischen den beiden dusser- 
sten, entgegengesetzt gleichen Fehlergrenzen in eine sehr 
grosse Anzahl gleicher Intervalle geteilt; ihre Grésse sei @, 
ihre Begrenzung erfolge durch die Betrige 

—aw, —(«—1)@,---—, 0, @, ---(«@—1)a@, «a, 
welche siimtlich Vielfache von @ sind. Die Wahrscheinlich- 
keit P, dass die Summe der Fehler der » Beobachtungen 
das €-fache von sei, genauer ausgedriickt, dass sie zwischen 
€o und (€-+ 1) liege, wird durch den Koeffizienten von 
e£9V—1 in der Entwickelung von 


© = |p(— aw) we-*9V—1 + @(— a—1@)@e—*19V-1 
$+ 9O)o-+--+ pe 1o)oe ev 
+ 9(u0)aee9V=1}" 
um so genauer dargestellt sein, je kleiner @ gemacht wird. 


Vermoge der Symmetrie hat e~S9V—! denselben Koeffizienten, 


Wenn man daher diese Entwickelung einmal mit e~‘9V—1q@, 
dann mit ¢°Y’-1d@ multipliziert, jedesmal in Bezug auf @ 
zwischen den Grenzen — x und z integriert und von der Be- 
merkung Gebrauch macht, dass das Integral 

71 4 


fe°v=a0 


et "k 6 
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Null ist fiir jeden von Null verschiedenen positiven oder 
negativen ganzzahligen Wert von 7, wihrend es fiir + = 0 
gleichkommt 2x, so gibt die Summe der beiden Resultate 
4a P; mithin ist 


mu 


ot (pLOV—1 —t@V—1 
p= | Dd (e2OV—-1 + e—LOV—1) | 


Vermége der unter (3) vorausgesetzten Higenschaft von 
gm reduziert sich ® auf 
{p(O)@ os 29(@)@ cosO@+ 2H(2@)@ cos2O@+... 
ar 29(aw)a cos «O}"; 


entwickelt man das allgemeine Glied der Summe, nimlich 
ye £2 G2 
2(&@)@ cos £0 = 29 (Eo) a ( a =), 
setzt —~@ — 2, so ist, da die kleinste Anderung von & die 
Hinheit ist, «@ = dx; gebraucht man ferner die Abktirzungen 


J o@ae ik if a p(ade == hi, 


und beachtet, dass & die Wahrscheinlichkeit angibt, der 
Fehler einer Beobachtung lege zwischen den dussersten 
Fehlergrenzen — aw und ew, und dass es daher der Hinheit 
gleichkommt, so wird 


( Oat, y" 
== o a3 peaca ti og 


Fiihrt man dies in den Ausdruck fiir P ein, so wird 


p=t {(i- 2k” +...) dO cos £0. 
0 


Wenn » eine sehr grosse Zahl ist, so kann man fiir 
@? n Gee 
(1 ee ters ‘sh sehr nahe e ?” nehmen, weil 


@? 


(1 Soe + =n Sok +; 


und setzt man 


22006) a= 
so geht der obige Ausdruck tiber in 
nk’? 
es 
o V2 i a oe 
pale, f ate ‘COs (cot Fn), 


0 


dessen obere Grenze im Hinblick auf. den unendlich klein 
gedachten Wert von w und den grossen Wert von » durch 
co ersetzt werden kann; nun ist allgemein*) 


we} Va v2 
Pee 
fate cos rf =e *3 
2 
6 


folglich ergibt sich als Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die 
Summe der Fehler der » Beobachtungen gleich {a sei, 


(SE 
— 2 —€ be ee 
V2ank 


oder, indem man ao =z, w—dz setzt, die Wahrschein- 
lichkeit, dass die Summe der Fehler zwischen z und 
z+ dz liege, 


Sie wird am gréssten fiir ¢— 0; mithin ist es wahr- 
scheinlicher, dass die Summe /, +/,-+---+1,+¢,te,+--+e 
gleich sei 1, +7, -+---+1,, als dass sie een hiervon um 
irgend einen Betrag abweichenden Wert besitze. Jene Summe 
ist aber der Ausdruck fiir »X; folglich ist es wahrschein- 


hthte-+h, 
nv 


licher, dass X dem Mittel gleich sei, als 


dass es sich um irgend einen Betrag von ihm unterscheide. 
Ob es aber nicht etwa eine Verbindung der Beobachtungen 
gebe, welcher X mit noch. grésserer Wahrscheinlichkeit 
gleichkommt, kann die obige Untersuchung nicht entscheiden. 
Es darf auch nicht tibersehen werden, dass die Analyse fiir 
eine sehr grosse Anzahl von Beobachtungen gefiihrt worden 
ist; auf eine Beobachtungsreihe von nur missiger Ausdehnung 
lassen sich ihre Resultate nicht iibertragen. 


*) Vergl. Anmerkung zu 38. 


ee) a 


13. Die zuletzt gemachten Bemerkungen finden sich bei 
Ellis*) weiter ausgefiihrt. Dass das arithmetische Mittel 
gewiss mit dem wahren Werte zusammenfalle, sucht er durch 
folgendes Raisonnement zu begriinden. Es sei X der wahre, 
| der beobachtete Wert, « der Fehler; dann bestehen die 
Gleichungen 

X—~—t=—¢ 


aus welchen sich durch Summierung 


« [X—=[e]=0 


und somit 
ee 
V1) 


ergibt, weil, wenn keine permanente Ursache vorhanden ist, 
welche die Summe der positiven Fehler verschieden machte 
von der Summe der negativen, mit bestindig wachsendem » 
immer mehr und mehr [¢]=0 wird. Nun fiigt Ellis gleich 
_ hinzu, dass gerade dieselben Hrwaigungen zeigen wiirden, 
dass [f(e)] = 0, wenn f irgend eine ungerade Funktion be- 
deutet, wodurch man zur Bestimmung von X die Gleichung 
erhielte: [f(X — 1)] = 0. 

An der Grenze, so bemerkt Ellis, sind beide Resultate 
richtig, fiir ein endliches » keines von beiden, und wenn 
man von der Bequemlichkeit der Rechnung absieht, gebe es 
keinen zureichenden Grund, warum man aus der grossen 
Zahl der Regeln, welche in der allgemeinen Gleichung 
[f(X — 1}] =O enthalten sind, gerade diejenige des arith- 
metischen Mittels herausgreifen sollte. Dass aber, wenn es 
sich um Feststellung der Wahrheit handelt, die Hinfachheit 
und Bequemlichkeit der Rechnung nicht ausschlaggebend 
sein darf, hat Tait**) durch ein treffliches Beispiel be- 
leuchtet; er sagt, die Wahl des arithmetischen Mittels unter 
den vielen andern Regeln sei damit zu vergleichen, wenn 


*) On the Method of Least Squares, Cambridge Philos. Transact. 
1844, vol. VIII, pag. 205. 

*#) On the Law of Frequency of Error, Edinburgh Transact., 
vol. XXIV, pag. 140. 


oe gw eee 


ein Rechner die allgemeine Massenanziehung direkt proportional 
der Entfernung setzte, statt umgekehrt ihrem Quadrat aus 
dem Grunde, weil dadurch das Problem der drei Kérper ein- 
fach und seine Lésung exakt wird, wihrend sie sonst kom- 
pliziert und nur angenihert ist. 

Allerdings scheint es, wie Glaisher*) bemerkt hat, als 
ob die Gleichungen [X — 7] =0 und [f(X—1/)] = 0 zusammen- 
fielen, wenn die bei den Beobachtungen zu befiirchtenden 
Fehler sehr klein sind, weil man dann in der Hntwickelung 
f(s) =Ae + Be*?+--- bei dem ersten Gliede stehen bleiben 
kann; dieser Schluss wird aber hinfallig, sobald A = 0 ist; 
denn dann kommt man zu der Gleichung [(X — /)’] iG 
oder auch [(X — /)?]=0..., wenn auch noch B=0O... ist. 

14. Wesentlich anderer Natur sind die Untersuchungen 
tiber die Regel des arithmetischen Mittels, mit welchen wir 
uns jetzt beschaftigen wollen. Hier handelt es sich darum, 
auf Grund von Voraussetzungen, welche aus der Natur der 
Sache geschépft werden, das arithmetische Mittel als die- 
jenige Verbindung der Beobachtungen zu erweisen, welche 
allen andern Verbindungen vorzuziehen ist. 

Der erste beachtenswerte Versuch dieser Art riihrt von 
Encke**) her. Er stiitzt sich auf zwei Voraussetzungen: 
1) Positive und negative Fehler von gleichem absoluten Be- 
trage sind gleich wahrscheinlich; 2) bei mehr als zwei 
Beobachtungen muss es moglich sein, dasselbe Endresultat 
zu evhalten, ob man die einzelnen ipepuaeanenn selbst 
kennt oder nur die Resultate, welche aus beliebigen Verbin- 
dungen der einzelnen Beobachtungen nach richtigen Prinzipien 
abgeleitet sind. Hine dritte Voraussetzung wird, ohne jedoch 
als eine solche ausdriicklich bezeichnet zu werden, im Laufe 
des Beweises gemacht. 


*) On the Law of Errors of Observations and on the Meth. of 
Least Squares, Mem. of the R. Astron. Soc. 1872, vol. XXXIX, pag. 88. 


*) Uber die Begriindung der Methode der kleinsten Quadrate, 
Abhandlg. der Berliner Akad. fiir das Jahr 1831, pag. 73 flg. Siehe 
auch Berliner Astron. Jahrb, 1834, pag. 260 flg. — Hierzu die Bemer- 
kungen Reuschle’s, Crelle’s Journ, 26, pag. 353 und Encke’s Gegen- 
bemerkungen, ibid, 27, pag. 220. 
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Aus der ersten Voraussetzung folgt, dass der aus zwei 
gleich genauen Beobachtungen a, ) einer Grosse fiir diese 
vorzugsweise zu wiihlende Wert das arithmetische Mittel 


l 
Pia Fe 


>) 
a 


sel. In der That ist diese Annahme die einzige, welche mit 
jener Voraussetzung und der gleichen Genauigkeit beider 
Beobachtungen im Hinklange steht*). 

Sind drei Beobachtungen ausgefiihrt worden, welche fiir 
die unbekannte Grésse die Werte a, b, c ergeben haben, so 
kann man aus ihrer gleichen Genauigkeit zunichst nur den 
Schluss ziehen, dass der zu wihlende Wert x eine symme- 
trische Funktion von a, b, ¢ werde sein miissen (dritte An- 
nahme). Kennte man statt der drei Hinzelwerte das aus 
irgend zweien nach der obigen Regel abgeleitete Resultat 
und den dritten, also 


*) Ubrigens lisst sich unter Festhaltung der Annahme 1) ein 
strenger Beweis fiihren, dass das arithmetische Mittel aus zwei Be- 
obachtungen von gleicher Genauigkeit der wahrscheinlichste Wert 
der beobachteten Grésse sei (s. 7). Heissen die Beobachtungsergebnisse 
wie oben a, b, so ist wahrscheinlichster Wert a derjenige, fiir den 


& = ye — a)p(u — b) 
ein Minimum wird, und die Bedingung dieses Minimums lautet 
wea) | 9'@—d) _ 

p(& — a) p (a — b) 


Da g eine gerade, so ist m’ eine ungerade Funktion und mit Riick- 
sicht darauf kann man auch schreiben 


0. 


g'@—a)_ g'b-2)_ 9 
yp (% — a) p(b — «) 
Und diese Gleichung wird in der That durch die Substitution 
URS eH) 
aye 


in eine identische, 


verwandelt. — Vel. Glaisher, Mem. of the R. Astron. Soc., vol. XX XIX, 
pag. 92 und De Tilly, Nouv. Corresp. Mathém., I, pag. 143 fig. 


oder 


oder 


so muss es, der dritten Vorausgetzung gemiass, eine fiir alle 
drei Paare gleich bleibende Verbindung geben, welche das- 
selbe Resultat liefert wie die drei Einzelwerte; bezeichnet 
man diese Verbindung durch die Charakteristik ~, so wird also 


Pies 
a) 
ei 


Soll aber jeder dieser drei Ausdrticke eine symmetrische 
Funktion von a, b, ¢ sein, so muss die einzelstehende Groésse 
a, respektive b, c mit den beiden andern in eben derselben 
Weise verbunden sein wie diese unter einander verbunden 
sind, namlich durch einfache Summierung. Daraus folgt mit 
Notwendigkeit, dass der Ausdruck fiir 2 eine Funktion des 
Aggregats a + b+ ¢ sein miisse, etwa 

x=y(atb+e). 
Die Form dieser Funktion aber ergibt sich aus dem speziellen 
Falle a = 6b = c; hier muss notwendig x =a, also 
a= 76a) 
werden; x bedeutet also Division durch 3, so dass 


b 
gen SOS 


sich ergibt. : 

Wenn nun allgemein fiir » Beobachtungen der zu 
wihlende Wert 
a CS oe he 


n 


wv 


ist, so wird, wenn noch eine Beobachtung q hinzukommt, 
auch fiir ~ + 1 Beobachtungen 


ONE ha AB wk aaa Sea wk! 

n+l 
zu nehmen sein; denn man kann 2 auch aus 2 und q ab- 
leiten, so dass 


“x 


aw! = f(t EP 4g), 
und da dies wegen der vorausgesetzten gleichen Genauigkeit 
der Beobachtungen eine symmetrische Funktion von a, b...p, q 
sein muss, so fiihren die nimlichen Schliisse wie oben zu 
dem arithmetischen Mittel dieser Grossen. Die Giltigkeit 
der Regel ist fiir drei Beobachtungen erwiesen, somit besteht 
sie auch fiir jede beliebige Anzahl. 

Wihrend von einer Seite, von Glaisher*), gegen diese 
Beweisfiihrung Bedenken erhoben worden sind, wurde sie 
von anderer Seite, von Chauvenet**), als einwurfsfrei 
und vollig befriedigend bezeichnet. Beziiglich der Voraus- 
setzung 2) muss man indessen Glaisher’s ablehnendem 
Urteil zustimmen. 

15. Hinen, vom mathematischen Standpunkte wenigstens, 
beachtenswerten Beweis fiir die Regel des arithmetischen 
Mittels hat Schiaparelli***) gegeben. Derselbe ruht auf 
folgenden Annahmen: 1) Das zu wiahlende Resultat muss 
unabhangig sein von der Hinheit, in welcher die Beobach- 
tungen ausgedriickt sind; 2) seine Stellung unter den Be- 
obachtungen muss unabhingig von der Wahl des Nullpunktes 
fiir die Zahlung dieser letzteren sein, analytisch gesprochen: 
wenn man zu allen Beobachtungen eine beliebige aber be- 
stimmte Grésse hinzutiigt, so muss auch das zu wihlende 


*) 1. c., pag. 86 fig. 

**) A Treatise on the Meth. of Least Squares, oder auch im Ma- 
nual of Spheric. and Practic. Astronomy, Bd. II. 

***) Astron, Nachr., Bd. 87, No. 2068 (vergl. auch Rendiconti Ist. 
Lomb., I, pag. 771 fig.). — Hierzu die Bemerkg. Stone’s, ibid. Bd. 88, 
No. 2092 und Schiaparelli’s Gegenbemerkg., ibid. No. 2097, welche 
die Prioritait in Bezug auf den dritten Teil des Beweises betreffen. — In 
Grunert’s Arch,, Teil 11, hat Matzka einen Beweis geliefert, welcher 
von der Annahme 2) des obigen ausgeht und auch in anderen Punkten 
einen 4bnlichen Gedankengang verfolgt; die mathematische Formulie- 
rung ist aber weniger streng und einfach. 


a) 


Resultat um dieselbe Grésse verindert sein; 3) wenn man 
einer der Beobachtungen eine Anderung erteilt, so muss die 
dadurch hervorgebrachte Anderung des Resultats dieselbe 
bleiben, welcher von den Beobachtungen man die Anderung 
erteilt haben mag. 

Sind also a,, a, ,-. @, die Beobachtungsergebnisse, 
g= EF (a,, d,... M) der auf ihrer Grundlage fiir die unbe- 
kannte Grésse zu wihlende Wert, so fordert die erste An- 
nahme, dass /’ eine homogene Funktion der Argumente 
Ay, Mj, ... a, vom Homogeneitiitsgrade 1 sei; auf Grund 
des Euler’schen Satzes tiber diese Gattung von Funktionen 
ist dann 
(1) Fa at Gg et tag ee Fae. 

Die zweite Annahme fihrt, wenn die zu den Beobach- 
tungen hinzugefiigte Grésse mit « bezeichnet wird, auf die 


Gleichung 
ua F(a, + 0, a,-- a, ... dm + @); 


wenn man ihre rechte Seite mit Hilfe des Taylor’schen 
Satzes nach Potenzen von a entwickelt, so geht sie tiber in 


OF OF OF 
om (Fe bt yet, 


und da sie fiir beliebige Werte von a gelten muss, so schliesst 


man, dass 
OT vee 
Die dritte Voraussetzung entspringt aus der Forderung, 
dass alle Beobachtungen vermége ihrer gleichen Genauigkeit 
in gleicher Weise an der Hervorbringung des Resultates mit- 
zuwirken haben, so dass ein Fehler, welcher Beobachtung 
er auch anhaftet, immer denselben Hinfluss auf das Resultat 
itiben muss. Wird die sehr klein gedachte Anderung ¢ nach 
und nach den einzelnen Beobachtungen erteilt, so kénnen 
die daraus erwachsenen Anderungen von # durch 
OF ek oF 


—_— € ee € ooo 
ay ) a 
Oa, 0d, 0a, 


F oF 
Gale la Gust ats 


a, 


== One. eee 


dargestellt werden; ihre Gleichheit erfordert, dass 
OF ihe aikisl oc uaa 
(8) PT ylang EN 
Die Gleichungen (1), (2), (8) bestimmen die Funktion 1’ 
vollstiindig. Denn aus (2) und (3) folgt 
a Oe oP 1 
CUAL OG! a ran ae 
und (1) gibt hiermit 
He 7H 4, aie. is eae 


” 


16. Zwischen den Beweisen von Encke und Schiapa- 
relli nimmt der von Stone*) gegebene eine Mittelstellung 
ein, insofern er eine der beiden Voraussetzungen, auf denen 
er ruht, mit dem ersten und die andere mit dem zweiten 
gemein hat. Diese Voraussetzungen lauten: 1) Das aus 
mehreren gleich guten Beobachtungen zu wihlende Resultat 
muss so gebildet sein, dass jede einzelne Beobachtung in 
gleicher Weise zu demselben beitrigt, d. h. die Beobachtungen 
sind so mit einander zu kombinieren, dass ein Fehler oder 
eine beliebige Anderung, welche einer Beobachtung zuge- 
schrieben wird, in dem Resultate den namlichen Fehler oder 
die niimliche Anderung hervorbringt, auf welche Beobach- 
tung sich der Fehler oder die Anderung beziehen mag; 
2) das aus zwei gleich guten Beobachtungen vorzugsweise 
zu wahlende Resultat ist deren arithmetisches Mittel. 

Es seien @;, M%,.-.. a, die Beobachtungsergebnisse, 
x = EF’ (a,, a, ..+ G) der zu wihlende Wert der beobach- 
teten Grosse. Erteilt man nach und nach den einzelnen Be- 
obachtungen die beliebige Anderung ¢, so lassen sich die 
Anderungen, welche in # erzeugt werden, darstellen durch 


OF 1gg2 os, 
ce eae ets 
or oe de 


Sit 7a? eae 


0 Ae 


ie eel ake 
ne ae 2 da,” aa 4 


*) Monthly Not. of the R. Astron. Soc., vol. XXXII, pag. 570, — 
Verel. Art. 15. 


Czuber, Theorie der Beobachtungsfehler, 3) 


vermoge der ersten Voraussetzung sollen sie fiir jeden be- 
liebigen Wert von ¢ einander gleich sein; dies ergibt folgende 
Beziehungen zwischen den partiellen Differentialquotienten 
von £: 


ce) OP ie eR 
De EPcre rege 
Cite 0k gas ae BL 
DUNES Tae) ERLE 


. : . ») 
aus welchen sich die weiteren ergeben: 
or Ong or 


RR SO. eee Od,” 


Py eae 2 optaR 
BaP Ody? 6a,PT9 va 
Setzt man a, =a, +4A,, A=, tg, °° + dn=On An, 
so geht die nach Potenzen der 4 fortschreitende Entwicke- 
lung von F'(a,, a, ...@,), namlich 


0 0 
c= Fu, gy Oy) + (GE A, + ge dy +++) F 
uy a) r) 2 
+oleatgat) P+. 
1 0 ,) r 
+i(gatcat:-) F(a, + @A,, a + @A,;---) 


zufolge der obigen Beziehungen iiber in 


or 
& = F(a, os, vee On) Te (dy ody Pm An) Be 


1 oF 
+ A Pag ot ae) ope 2 
1 
1 ar 
+A + ay be $b any = ~ F(a,+@A,, a+ A,,--); 
wihlt man aber 
| ae a, a +--+ a, 
C=O, = -- += &, — oS . ; 
so wird 


A, +A, tess +4,—0, 
a= F(a,0,...a0) = f(a); 


daher 


Ae 3b te 


es muss also w eine Funktion des arithmetischen Mittels 
sein, wenn wirklich die einzelnen Beobachtungen in gleicher 
Weise zur Bildung dieses Wertes beitragen sollen. 

Sind blos zwei Beobachtungen, a, und a,, vorhanden, so 


: + : a a 
ist vermége der zweiten Voraussetzung «= ob also 
fiir n= 2 
f a +a,\_ a + a 
2 ake ae 


oder = f(@) = a. 


Angenommen, diese Beziehung gelte schon fiir ~ Beobach- 
tungen, so dass * 


p(mbetitm) ated 


n n 


lal us dey { (oe) = 0; 
kommt nun eine neue Beobachtung a,41 hinzu, so ist 
@, + a, +++ a, +4, 45 met a, 4 4 Wd a 
ie n ae 1 a8 n+1 Taw aE a 
und die Taylor’sche Entwickelung gibt 
r(“ + a, eee pat) = f(a) + ah f’ (a) 


bE) payee, 


da aber 

f@)=«, soist f'(a)—1, f’(a) —0, 
somit 

Ole Carta i tage CP Te a, + a, +-+- + a,4$ 

F( n+1 )=at n+1 =< n+1 : 
Gilt also jene Beziehung fiir m, so besteht sie auch fiir 
m+ 1 zu recht. Nun ist fir » = 2 ihre Giltigkeit ange- 
nommen worden; durch Induktion ergibt sie sich daher fiir 
jede beliebige Anzahl von Beobachtungen. 

Der Umstand, dass Stone’s Beweis mit zwei Voraus- 


setzungen sein Auslangen findet, verleiht ihm einen gewissen 
Vorzug vor den beiden friiheren. 


17. Zwei Higenschaften des arithmetischen Mittels sind 
geeignet, den Ankniipfungspunkt fiir eime allgemeinere und 
zugleich tiefer gehende Auffassung des Gegenstandes abzu- 


geben; dasselbe ist erstens eine symmetrische Funktion der 
Q* 
oO 


at SOG ieee 


Elemente und fallt zweitens, wenn diese unter einander gleich 
werden, mit ihrem gemeinschaftlichen Werte zusammen. 


Man kann diese zwei Higenschaften fiiglich als Postulate 
hinstellen, welchen der aus einer Anzahl unter véllig gleichen 
Umstinden angestellter Beobachtungen fiir die beobachtete 
Grésse zu konstruierende, sagen wir ihr wahrscheinlichster 
Wert, geniigen muss. 

Denn fiirs erste, nach dem Stande unserer Kenntnisse 
tiber die bei den Beobachtungen obwaltenden Umstinde liegt 
kein Grund vor, die eine der andern vorguziehen, weil wir 
kein anderes unterscheidendes Merkmal anzugeben vermogen 
als die Zeit, zu welcher jede einzelne gemacht worden ist; 
daher besteht auch kein Grund, warum sie bei der Bildung 
des gesuchten Wertes in verschiedener Weise in Rechnung 
kommen sollten. 

So lange, zweitens, nur eine Beobachtung vorliegt, stellt 
‘sie zweifellos den wahrscheinlichsten Wert der Unbekannten . 


vor; kommt eine zweite mit der ersten tibereinstimmende 


) 
Beobachtung hinzu, so gilt beziiglich des gemeinsamen 
Wertes beider Beobachtungen das Nimliche und sogar in 
verstirktem Maasse, weil fiir dieselbe Thatsache nun zwei 
gleich gewichtige tibereinstimmende Zeugnisse vorliegen u. s.w. 

Bezeichnen 1,, J,,.../, die Beobachtungen und F'(I,, d,... ln) 
den wahrscheinlichsten Wert, welcher fiir die beobachtete 
Grésse aus ihnen abgeleitet werden kann, so ist es in der 
Natur der Sache begriindet, dass F' eine eindeutige und 
zwischen den Grenzen der Beobachtungen stetige Funktion 
sein muss. Denn zu jedem innerhalb dieser Grenzen befind- 
lichen Wertsystem /,, J,,..., gibt es notwendig einen 
bestimmten Wert, welcher als der wahrscheinlichste Wert 
der beobachteten Grosse zu gelten hat. Kbenso ist es klar, 
dass dieser mit den Beobachtungen stetig sich iindern werde. 


Unter den Funktionen, welche symmetrisch sind in Be- 
me auf die Elemente 


Lt) +++ On Und fir |, = G ==. ee], sag 


auf/ sich reduzieren, kénnen also nur diejenigen in Betracht 
kommen, welche innerhalb der Grenzen der Beobachtung 


coe NT olen 


eindeutig und stetig sind*). Solcher aber gibt es eine ganze 
Klasse, sie mogen mit dem Namen der Mittelwerte belegt 
werden. Es bietet sich nun die Frage dar: Welches Ver- 
halten zeigen die Mittelwerte unter einander und welche 
Stellung nimmt das arithmetische Mittel unter ihnen ein **), 


18. Betrachtet man die einzelnen J als variabel und 


erteilt ihnen ein System von Anderungen dl,, dl,,... dln, 
so wird die Anderung von ef 
dF — a al oe dist +d 

seins fir i) == lg — «ss = |, == lL wird, F.=!) ond 

dl, == 0h, =): =. == dl, = dl, 
und vermége der Symmetrie von IF 

oF OF oF 

Tie hei: fs tose 
folglich 


dF=nP dl; 
andererseits ist 
FU+dl,l+dl,---)=F+dF=1+ dl, 
daher d/’ = dl und somit 
(eee ee 


VW 
Dies also ist der gemeinschaftliche Wert der partiellen 
Differentialquotienten von J’ in Bezug auf die einzelnen J, 
wenn diese unter einander gleich sind. Sind sie dies nicht, 
so kann man den genannten Differentialquotienten die Form 
geben 
eee baie el sane l, =a 

*) Beispielsweise ist F'(l,, 1.) yo + Ve “ Blal)’ 

Wo ot, B(S 1) beliebige Konstante eer und die Quadratwurzel 


als zweideutige Grésse aufgefasst wird, eine Funktion, welche zwar 
die zwei ersten, nicht aber die beiden letzten Rinensotiatten aufweist. 
**) Diese Auffassung ist 1864 durch De Morgan begrtindet wor- 
den: On the Theory of Errors of Observations, Cambridge Philos. 
Transact., X, pag. 416 fig. und findet sich in weiterer Ausftihrung wieder 
bei Ferrero: Esposizione del metodo dei minimi quadrati, 1876. 
pag. 7 fle. — Vgl. tiber die angezogene Stelle des letzteren Werkes 
eine Note von Ch. 8. Peirce, Americ. J. of Mathem., I, pag. 59 fig. 
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und da die Gréssen @,, o,...@, samtlich gegen Null 
konvergieren, wenn die J,, J,,...7, dem Zustande der Gleich- 
heit sich nihern, so werden sie, sobald die Beobachtungen 
einen geniigenden Grad der Ubereinstimmung zeigen, dem 
absoluten Werte nach durchweg kleiner als die Hinheit, die 
partiellen Differentialquotienten also durchweg positiv werden. 
Dann aber ist 7 eine mit den Elementen wachsende Funk- 
tion, so dass, wenn J, das kleinste, /, das grésste unter ihnen 
ist, notwendig 
pied Uy LES cect eet 
Bei hinreichend tibereinstimmenden Beobachtungen liegt also 
jeder Mittelwert zwischen dem kleinsten und gréssten Be- 
obachtungsergebnis; dies rechtfertigt seinen Namen. 
19. Wir setzen 


L=a-+o, L=a+0,...4—a+0,, 
wobei @ eine beliebig angenommene Grosse ist. Entwickelt 
man nun F’(a+0,, a+0,,...a-+ 0,) nach dem 
Taylor’schen Satze, so ist dabei zweierlei zu bemerken: es 
ist F(a, a,...a@)=a und die in die Entwickelung ein- 
tretenden Werte der Differentialquotienten gleicher Ordnung 
und Art werden vermége der Symmetrie von F’ unter ein- 
ander gleich, namlich 


oF oF 
Ole aoe Sens egy 
PE me “oer ae 
61? —l,? ee 
Or er oe 
SL ela AM OL A ee, 
3 3 
srt = BL s=-sso= G firl, =—1,—-+-==@. 
ENE, API ioe Niger a 
REV Se RR tae) 
La = - oe =-ee = [J 
01, Ol, Ol, 01, Ola, 
or ‘es 26H 
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Die Entwickelung nimmt in Folge dessen folgende Gestalt an: 
y 1 - 92> > 
(1) FCs bays) = a + Pld) + > (lO) + Blddv)) 
1 \ \ 
+ = (S[0"] + T[d70;-]-+ U[0:0;-0:"]) ++, 


wobei @, 2’, 2” verschiedene Suffixe aus der Reihe 1, 2, ... sind. 

Fiir 0; = 0, =--- = 0, =0 reduziert sich die rechte 
Seite notwendig auf a+ 0; daher ist, wenn man die Glieder- 
anzahl jeder Summe beriicksichtigt, 


mP=1, Q+(n—1)R=0, 
Sta—1)7+(nm—1m—2)U=0,... 
Hieraus folgt zunachst, wie im vorigen Artikel bereits ge- 
zeigt worden, P = =, so dass die zwei ersten Glieder der 


na + [9] (2) 
n n 


rechten Seite von (1) sich zu oder vereinigen ; 


in Folge dessen wird 
l : 
2) Fh, h,-.-t) = + > (@fo%] + Rl80:/]) 


+ | (S[0°]+ 21920: J+ U [9:01 0) +, 


darin sind Q, R, S, T, U... Gréssen, deren Wert von der 
Natur der Funktion F’, von dem Wert @ und von der An- 
zahl n der Beobachtungen abhangt. 

Hiernach erscheint jeder Mittelwert darstellbar als Summe 
aus dem arithmetischen Mittel und einem Aggregat, iiber 
welches a priori keine Auskunft, weder dem Vorzeichen noch 
dem Absolutwert nach zu geben noch zu erlangen ist; ,,es 
ist daher kein Grund vorhanden, anzunehmen, der Wert von 
F(l,, l,,...t,) liege auf der einen Seite des arithmetischen 
Mittels eher als auf der anderen, und es muss daher dieses 
arithmetische Mittel als der wahrscheinlichste Wert a priori 
angenommen werden“ *), 

So bestechend diese Schlussweise ist, bei genauer Prii- 
fung hilt sie doch nicht Stand**). In Artikel 8 ist beispiels- 


*) De Morgan, lc. 
**) Glaisher, Mem. of the R. Astron, Soc., XXXIX, pag. 91. 
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weise die Gleichung [X — 1] = [e] aufgestellt worden, in 
welcher X den wahren Wert der beobachteten Grésse und 
die ¢ somit die wahren Beobachtungsfehler vorstellen. Man 
kénnte ebenso schliessen: Weil iiber [¢] a priori nichts be- 
kannt ist und nichts gefunden werden kann, so existiert kein 
Grund, warum [é] eher positiv als negativ sein sollte; die 
wahrscheinlichste Form der obigen ‘Gleichung ist also 
[|X — lt] =O und der wahrscheinlichste Wert von X das 


arithmetische Mittel Ue. Aber ganz die naimlichen Schliisse 


diirften dann auf eine der Gleichungen 


Oe ie ae) Veen 


angewandt werden. 

Glaisher hat die Bedenklichkeit des obigen Schlusses 
durch ein treffliches Beispiel illustriert. Wenn jemand sagt, 
ein Punkt liege auf einer Geraden irgendwo zwischen zwei 
gegebenen Punkten @ und 6, so hat man sicherlich keinen 
Anhalt dafiir, den Mittelpunkt von wf fiir eine wahrschein- 
lichere Lage des Punktes zu erkliren als irgend einen 
anderen Punkt der Strecke. In dem Falle, welchen wir be- 
trachten, liegen die Verhiltnisse ahnlich wie in. diesem 
Beispiele. Durch De Morgan’s Deduktion ist wohl der 
bemerkenswerte Satz bewiesen, dass das arithmetische Mittel 
nicht blos einen Mittelwert der Beobachtuhgen, son- 
dern auch eine mittlere unter den unendlich vielen még- 
lichen Annahmen iiber die Bildung des gesuchten Wertes 
darstelle; dass es aber der wahrscheinlichste oder auch nur 
vorzugsweise zu wahlende Wert sei, kann aus ihr nicht ge- 
schlossen werden. é 


20. Ganz treffend sind die Schliisse, zu welchen Ferrero 
gelangt ist. Seine Darstellung unterscheidet sich von der 
alleemeinen dadurch, dass fiir @ das arithmetische Mittel 
der Beobachtungen genommen wird; dadurch gehen die 0 
in die negativ genommenen Werte der Abweichungen der 
einzelnen Beobachtungen von ihrem arithmetischen Mittel 
tiber, die wir mit 4,, a,,... a, bezeichnen, und die Ent- 
wickelung (1) oder (2) des vorigen Artikels lautet nun 


be de, de tii 


ae. 
Cy ell COU RE a) 


eee i A 

5 (SLA TAP de] + Ud dead) 
Vorausgesetzt, dass man es mit guten Beobachtungen zu 
thun habe, so werden dieselben sowohl unter einander als 
vom arithmetischen Mittel nur um geringe Betriige ab- 
weichen und man kann die Entwickelung auf Glieder von 
der zweiten Ordnung beschriinken; bemerkt man ferner, dass 
wegen [A] =O auch [A?| + [4;4;'] = 0 ist, so kommt 

: i ee 

(4) RR ap ee gals? yy) 


n 2 


Von Interesse ist das zweite Glied der rechten Seite, 
Aye 


und in diesem zunichst wieder der Koeffizient von 


[Aa], der von #’ und a= U] abhanet; es ist beispielsweise fiir 
n 


C= ee Q Fh 1 
The a a SP falls will 
ie Meru went 
de n De ay) 2nu 
F he m Re + ees aL Ae a Ini” Q fo R ~ m = 1 
i nm i. Qna 
es ly L+hi+--+U_41, Qg—Rk EU 
tn(m — 1) h Opn Wu ueeh 
test th, 
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2 
eingehendere Untersuchung bestitigt es, dass & niemals eine 
mit  wachsende Groésse bedeutet; mit dieser Abkiirzung 
schreibt sich 


l AA 
(5) ee ee 
[42] 


Je kleiner also ~~, um so kleiner ist der Unterschied 


Setzt man 27 


=k, so zeigen diese Beispiele und eine 


zwischen einem beliebigen Mittelwert und dem arithmetischen 
Mittel; da nun angenommen wurde, dass der wahrschein- 
lichste Wert unter den Mittelwerten sich befinden miisse, 
so zeigt die niherungsweise Ubereinstimmung aller Mittel- 


werte mit dem arithmetischen Mittel an, dass man sich durch 
Wahl des letzteren nur wenig von dem wahrscheinlichsten 
Werte entfernt und zwar um so weniger, je besser die Be- 
obachtungen sind. 

21. So lange man bei den zwei Postulaten, welche an 
die Natur der Funktion F' bisher gestellt worden sind, stehen 
bleibt, ist das arithmetische Mittel vor den anderen Mittel- 
werten nur dadurch ausgezeichnet, dass es die gemeinsame 
Grenze bildet, welcher sich diese nihern, wenn die Beobach- 
tungen an Ubereinstimmung unter einander gewinnen. Durch 
Hinzuftigung neuer Bedingungen kann es aber auch als der 
einzige unter den Mittelwerten zu wihlende Wert hervorgehen. 
Ferrero*) hat in eleganter Weise dargethan, dass dies ein- 
tritt, wenn man die beiden ersten von Schiaparelli (Art. 15) 
aufgestellten Annahmen acceptiert. Der analytische Inhalt 
dieser Annahmen besteht darin, 

1) dass die Multiplikation aller Beobachtungen mit 
irgend einer Konstanten auch eine Vervielfiltigung von I’ 
mit der naimlichen Konstanten zur Folge haben muss; 

2) dass die additive Hinzufiigung einer beliebigen Kon- 
stanten zu simtlichen Beobachtungen die additive Hinzu- 
fiigung derselben Konstanten zu F’ herbeifiihren muss. 

Die dritte Annahme Schiaparelli’s erweist sich dabei 
als tiberfliissig. : 

Vermoége der Gleichung (3) des vorigen Artikels kann 
jeder Mittelwert auf die Form 


EIA eet egret oe 


gebracht werden; dabei ist A, eine ganze homogene Funktion 
der Grossen 4,, A, ...4,, also von der allgemeinen Gestalt 
An = o[A"] + BLA de] pe BLA Aj] fe 
(r-+s+t+---—=n) 
und die Koeffizienten dieses Ausdruckes sind Funktionen von 
I 
a= ’ Setzt man daher § = g(a) und denkt sich alle 
Beobachtungen mit ¢ multipliziert, so geht a in ca, 4; =a — |; 


*) 1. c., pag. 39 fig. 


in cA; tiber, das allgemeine Glied von A, verwandelt sich 
also in 

op (ca) ar a ai...) 
andrerseits aber geht vermége der Annahme 1) J’ in ck 
tiber, folglich muss 

c" p(ca) = cp(a) 
oder 

ce’ (da) = (a); 
bezeichnet & den zu a1 gehérigen Wert von g(a), so wird 

gi 


p (c) ac 1 
und somit 
g 
p (a) re; SE 
a 


Hs nimmt demnach in Folge der Annahme 1) A, die 
Form 
1 : om 2 ae Sea 
ag (Ln) EB LAI ee] Eo AEA aed ] 
oder wenn man den eingeklammerten, nur von den Grossen 
A,, ao,.-++- a, abhangigen Ausdruck mit A,’ bezeichnet, 


An! 
a” —1 


EG) tg ik, a ea 
Fiigt man nun zu simtlichen Beobachtungen eine Kon- 
stante / hinzu, so verandert sich a@ gleichfalls in a + k 
wihrend die Gréssen A,’, A, ,... keine Anderung erfahren, 
weil das System der A dasselbe bleibt, da 
4,=a—l=—a+tk—(+h). 
Zufolge der Annahme 2) verwandelt sich dabei / in +k, 


es miissen also die beiden Gleichungen 


Ag Ay 
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neben einander bestehen; dies aber ist nur méglich, wenn 
A, = A, =-+--=0 ist. Dann aber folgt aus der ersten 
Gleichung 


die Form 


an, und es wird 


fue Pi Aee eee 
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Y 
als der einzige unter den Mittelwerten, welcher den beiden 
aufgestellten Bedingungen geniigt. 

Diese Bedingungen sind, genauer betrachtet, der Aus- 
druck von Higenschaften des wahren Wertes der beobach- 
teten Grésse. Dieser wird thatsichlich'cmal grésser, wenn 
man die Maasseinheit cmal kleiner macht, und verandert sich 
um k&, wenn man den Nullpunkt der Teilung um den ge- 
nannten Betrag verschiebt. Dass nun, wenn man diese Higen- 
schaften dem wahrscheinlichsten Werte vorschreibt, dieser 
mit dem arithmetischen Mittel zusammenfallt, erklart Ferrero 
wie folgt. Der wahre Wert einer Grésse ist von den Be- 
obachtungsergebnissen unabhangig, er ist in Bezug auf die- 
selben eine Konstante; unter den Mittelwerten F(J,, l,,...,) 
kommt, analytisch gesprochen, das lineare oder arithmetische 
Mittel diesem Verhalten am niichsten, indem seine Ablei- 
tungen in Bezug auf die einzelnen / von der zweiten Ord- 
nung an verschwinden. Hs kann daher nicht befremden, 
dass eine Annahme, welche dem wahrscheinlichsten Werte 
solche Eigenschaften zuschreibt, die das Verschwinden der Ab- 
leitungen von hoéherer als der ersten Ordnung in sich schliessen, 
auf das arithmetische Mittel hinfiihrt. 


22. Die Regel des arithmetischen Mittels, als praktisches 
Rechnungsverfahren, wurde, bevor Gauss sie zur Grundlage 
einer wichtigen Theorie erhoben, bentitzt, ohne dass man 
nach einer wissenschaftlichen Begriindung geforscht hitte; 
sie galt als unanfechtbare Hingebung des Verstandes. 

Es ist begreiflich, dass dies anders werden musste, als 
jene Regel zum Ausgangspunkte einer theoretischen Ent- 
wickelung gemacht und dem arithmetischen Mittel eine genau 
umschriebene Higenschaft beigelegt ward. Wihrend auf der 
einen Seite sich Zweifel gegen diese Aufstellung erhoben, 
sind von der andern Versuche unternommen worden, sie 
durch Zuriickfiihrung auf eine einfachere Annahme zu recht- 
fertigen. Im Vorangehenden sind die hervorragendsten dieser 
Versuche dargestellt worden, Was sie angestrebt haben, 
nimlich den Satz, dass das arithmetische Mittel irgend einer 
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Anzahl gleich zuverlissiger Beobachtungen einer Grosse ihren 
wahrscheinlichsten Wert darstelle, auf eine einfachere 
Annahme von axiomatischem Charakter zurtickzufiihren, ist 
nicht gelungen. Fiir zwei Beobachtungen lisst der Satz 
einen strengen Beweis zu (s. Anmerk. zu 14); ebenso liasst 
sich seine Giltigkeit fiir eine unendliche Anzahl nur mit zu- 
filligen Fehlern behafteter Beobachtungen nicht wohl an- 
zweifeln (s. 12 und 13); aber fiir die dazwischenliegenden 
Palle ist eine befriedigende Begriindung bisher nicht gefunden 
worden und wird — das liegt in der Natur der Sache — nie zu 
geben sein, so dass also nichts iibrig bleibt, als den Satz in 
der allgemeinen Fassung als Grundsatz hinzunehmen oder auf 
ihn bei Begriindung der Fehlertheorie ganz zu verzichten*). 

Nichtsdestoweniger haben die erwaihnten Versuche, auch 
abgesehen von der scharfsinnigen Metaphysik und Analyse, 
welche sie auszeichnet, Anspruch auf Beachtung, weil sie 
einen genauen Hinblick in den scheinbar infachon Fall 
direkter Beobachtungen vermittelt und insbesondere die Stel- 
lung des arithmetischen Mittels zu andern Mittelwerten 
(s.17—21) geklart haben. 

Neuerdings hat Estienne in einer bemerkenswerten 
Schrift**) die Regel des arithmetischen Mittels einer Kritik 
unterzogen und an ihrer Stelle eine Regel vorgeschlagen, 
welche in allen Fallen gelten soll, wo die Beobachtungen 
nur von zufalligen Fehlern beeinflusst sind, und folgender- 
maassen lautet: Man ordne die Beobachtungsresultate nach 
ihrer Grésse; ist ihre Anzahl ungerad, so gibt das mittelste 
den wahrscheinlichsten Wert; ist ihre Anzahl gerad, so kann 
eines der beiden mittleren Resultate und jeder Zwischenwert 
mit gleichem Rechte als wahrscheinlichster Wert angesehen 
werden ***), 


*) Man vgl. hierzu die Ausftihrungen von De Tilly, Note sur la 
principe de la moyenne arithmétique, Nouv. Corresp. Mathém. I, pag. 
137 flg. und seine Ballistique, pag. 160 fig. 

**) Etude sur les erreurs d’observation. Paris 1890. (S. Compt. onal 
CX, pag. 512.) 

***) Indessen kommt Hstienne an einer spiiteren Stelle seiner 
Schrift auf jene Formen des Fehlergesetzes zu sprechen, welche mit 
dieser Regel vereinbar sind. (Vgl. Art. 45.) 
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Die Grundlage ftir den Beweis dieses Satzes bildet eine 
Definition der zufalligen Fehler, welche als deren ausschliess- 
lich feststehende Higenschaft die anerkennt, gleich wahr- 
scheinlich zu sein in dem einen wie im andern Sinne. 

Wenn hiernach /,, J,,...l,, b41,---U2.die nach ihrer 
Grésse (etwa wachsend) geordneten Beobachtungsresultate 
sind und ~ den wahren Wert der beobachteten Groésse be- 
zeichnet, welcher a priori aller Werte eines Intervalls a, das 
jedenfalls die Beobachtungsergebnisse einschliesst, gleich fahig 
ist, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass er in ein zwischen 
lL, und J,41 liegendes Intervall x bis x + dx fallen werde, 
dargestellt durch das Produkt aus der Wahrscheinlichkeit, 
dass x Beobachtungen negative und » — x Beobachtungen 
positive Fehler anhaften, mit der apriorischen Wahrschein- 


lichkeit “* des Wertes «, d. i. 
n\ (1\"dax 
CoG 
daher bei constant bleibendem dz proportional dem Bino- 


mialkoeffizienten ("), also thatsichlich am gréssten, wenn 


bei ungeradem » der Wert «x an eine beliebige Stelle zwi- 
schen J, , und J, ,, fallt (strenge genommen mit Ausschluss 


2 2 
der Grenzen), und bei geradem », weun er zwischen /, und 


2 
i,  zualiegen kommt, da im letzteren Falle die Anzahlen der 
periiny 
2 


positiven und negativen Fehler einander genau gleich werden 


und im andern Falle der Gleichheit méglichst nahe sind. 
Die oben angegebene Regel ist insofern nicht vollstandig 
oder dieser Theorie nicht genau entsprechend, als sie fiir den 


Fall eines ungeraden aus dem Intervall / bis / einen 


nm—1 n-+38 
2 2 
bestimmten Wert, nimlich 7, 44 heraushebt, wihrend doch 


2 
alle Werte jenes Intervalls (wieder mit Ausschluss der 
Grenzen) das gleiche Recht haben gewiihlt zu werden. 
Der Hinwand, der gegen diese Deduktion erhoben werden 
muss, besteht darin, dass sie auf eine unvollstindige Defini- 


wi 
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tion der zufalligen Fehler sich stiitzt und die unbestrittene 
Thatsache, dass die Wahrscheinlichkeit eines solchen Fehlers 
auch von seiner Grésse abhingig ist, bei Seite lisst. So viel 
Richtiges die Griinde, welche Estienne gegen die Heran- 
ziehung des Fehlergesetzes zur Aufstellung einer allgemein 
giltigen Regel fiir die Bestimmung des wahrscheinlichsten 
Wertes anfiihrt, im Hinzelnen auch enthalten, den obigen 
Hinwand vermégen sie nicht zu widerlegen. Aus unvoll- 
stindigen Primissen kann ein allgemein giltiges Resultat 
nicht hervorgehen. 

Ein Punkt«aus Estienne’s Kritik des arithmetischen 
Mittels, den er fiir den gewichtigsten hilt, mége heraus- 
gehoben werden. Hat man aus » fiir gleich gut zu achten- 
den Beobachtungen J,, J, ... 1, das arithmetische Mittel 
Ue eee tay 


n 


M= 


gebildet, und tritt eine weitere Beobachtung /,41 hinzu, 
welche nicht mehr Zweifel einflésst als die vorher- 
- gehenden, so ist auf die » +1 Beobachtungen /,, l,,...l,44 
die Regel wieder anwendbar und gibt als neues Mittel 
nM +1 lati M 
n+1 
Je mehr /,1; von M abweicht, desto grésser sein Hin- 
fluss bei Bildung des neuen. Mittels, und dies sei gegen die 
natiirliche Vernunft: denn je mehr die neue Beobachtung 
ln41 von M abweicht, desto mehr habe man Grund zu ver- 
muten, sie sel minder gut, und desto weniger sollte sie auf 
das Endresultat Hinfluss nehmen. Hier stehen zwei Ver- 
mutungen einander gegentiber: die vor der Rechnung aus 
inneren (in der Beobachtung liegenden) Griinden aufgestellte, 
die neue Beobachtung sei eben so gut wie die friiheren, und 
die nach der Rechnung aus dusseren Griinden geschopfte, 
sie sei schlechter als jene. Hin stichhaltiges Argument fiir 
die Verwerfung der Regel des arithmetischen Mittels kann 
also in dem obigen Raisonnement nicht erblickt werden. 


(Vgl. Art.-91.) 
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§ 4. Das Fehlergesetz auf Grund der Hypothese des 
arithmetischen Mittels. 


23. Durch gleich genaue Beobachtungen, an der Zahl, 
sind fiir eine zu bestimmende Grosse die Werte J1,, J, ...l 
gefunden worden. 

Bei bekanntem Gesetz der Fehler dieser Beobachtungen 
wiire der wahrscheinlichste Wert der Grosse auf Grund 
der Bedingung zu bestimmen, dass 

2= ple —1)p@—h)...p(@ — hh) 
in Bezug auf # ein Minimum werden soll, hatte also, wenn 
man ihn mit @ bezeichnet, der Gleichung 


gp (@—h) , g'(a— Are) aes 
(Ie ee sea a 


94 = ) 


zu gentigen, welche aus der logarithmischen Differentiation — 
von § ein Min. hervorgeht. 

Stellt man dagegen die Hypothese auf, der wahrschein- 
lichste Wert der Grésse sei das arithmetische Mittel der Be- ~ 
obachtungsergebnisse*), also 


Uo arate itete 
@) ga 
dann fiihrt die Forderung, dass die Gleichung (1) durch den 
Wert (2) befriedigt werden soll, zur Bestimmung des Fehler- 
oesetzes. 
Setzt man allgemein 


atl schreibt die Gleichung 2) in der Form 


Gye. @— Wear ee ee eres 

so lasst sich der Inhalt der Gleichungen (1) und (3) dahin 
aussprechen, dass die Summe der Werte der Function (2) 
verschwindet, wenn die Summe der zugehdrigen Werte der 
Variabeln selbst Null ist, dass also 


(4) (44) + O() b+ + ber) = 0, wenn 
&+ @& t+ & =0. 


*) Theoria motus corp. coel., art. 177, 
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Dies reicht, sofern die Anzahl] der Gréssen ¢,, 2, ... min- 
destens drei ist, zur Feststellung der Form von 7(z) voll- 
kommen aus. 

Denn differentiiert man die beiden Gleichungen und 
subtrahiert die neuen Gleichungen 


w’ (2,)d2, + W' (e)dz, + +--+ b'(2,)d2, = 0 
dz, + dz, +---+ dz, =0 
von eimander, nachdem man die zweite mit einer unbe- 


stimmten Konstanten multipliziert hat, so ist in der so 
erhaltenen Gleichung 


(W' (@) — dz, + (W' (42) — bday +--+ + (ba) — bt) dz, =0 
die urspriingliche Abhingigkeit der » Differentiale dz,, 
dz,,... dz, aufgehoben; daraus schliesst man, dass allgemein 


v'(2) =k, 


daher 


weil die Integrationskonstante vermége der Gleichungen (4) 
verschwindet; weiter 


l-g)=ee@+l-C. 


Vor dem Ubergange zu g(z) selbst kann man bemerken, 
dass, weil diese Funktion fiir ein unendliches z verschwindet, 


die Konstante ; notwendig negativ sein muss; schreibt man 


sie demgemiss in der Form — h’, so wird 
(2).—= Ce". 


Die Konstante C kann mittelst der Bemerkung, dass 


ies) 


J oa = 1 sein muss, weil es gewiss ist, dass der I'ehler 
sai 

einer Beobachtung zwischen den Grenzen dieses Integrales 
liegt, durch h ausgedriickt werden; man findet, da 


Nn —— 

; ae od 
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und somit schliesslich 
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Wie aus dem Gange der Betrachtung hervorgeht, driickt 
diese Funktion streng genommen nicht das Gesetz der wahren 
Beobachtungsfehler, d.i. der Abweichungen der einzelnen 
Beobachtungen von dem wahren Werte der beobachteten 
Grésse aus, sondern das Gesetz der Verteilung ihrer Ab- 
weichungen vom arithmetischen Mittel. Indessen ist sie 
von Gauss*) sowohl wie von spiteren Schriftstellern als 
das Gesetz der eigentlichen Beobachtungsfehler angesehen 
worden. 

Die Bildung von & mit der gefundenen Form von 
und die Aufsuchung desjenigen Wertes von z, welcher 2 zu 
einem Maximum macht, fiihrt naturgemiss auf das arith- 
metische Mittel, welches der Ableitung zu Grunde gelegt 
worden ist. In der That wird 


h.\ 
QO = (Ss) hem 
(A) ‘ 


in Bezug auf die Grésse x ein Maximum, wenn 
(6) [a — 1)*] ein Minimum, 


d. h. wenn die Summe der Quadrate der den Beobachtungen 
zugeschriebenen Fehler méglichst klein wird, und dies fiihrt 


Mare 


zu der Bestimmung # = — 


Der Parameter h hingt notwendig mit der Genauigkeit 
der Beobachtungen zusammen (s. Art. 46 u. 48). Sind diese 
ungleich genau, so werden sich die ihre Fehler beherrschen- 
den Gesetze in dem Werte des Parameters unterscheiden; 
es kommt dann 


LEU Sr vcyht cout? 
Qo 2 Pe 


*) Theoria motus corp. coel., art. 178 u. a.; Bestimmung der Ge- 
nanigkeit der Beobachtungen, Zeitschr. f, Astron, u. verwandte Wissensch., 
I, pag. 185. 


und wird in Bezug auf die Grosse ~ ein Maximum, wenn 
(7) [h? (@ — 1)?] ein Minimum 
wird, also fiir 


(8) Re hy*lh +h, 1, [AhT] 
AP HAP Hee fh hh] 


Sind die Zahlen p,, p.,..., So bestimmt worden, dass 


peepee => spy he he eo shy? 
ist (s. Art. 49), so kann an Stelle von (8) 
ess Bee 
“ 7 Tp) 


geschrieben werden, und dies fallt tiberein mit dem aus der 
Bedingung 

(9) [p(@ — 1)?] ein Minimum 

gezogenen Resultate. 


24, Dass es sich hier um den Ausdruck des wahren 
Gesetzes der Wahrscheinlichkeit der Fehler nicht handeln 
kann, folgt aus verschiedenen dussern und innern Griinden. 

Zunachst gibt die Funktion fiir Fehler jeder Grosse 
einen endlichen Grad der relativen Hiufigkeit des Vorkom- 
mens, wahrend doch feststeht, dass Fehler, welche einen 
gewissen missigen Betrag iiberschreiten, gar nicht vorkommen 
kénnen. Dieser Umstand fallt aber in Anbetracht des tiber- 
aus raschen Fallens der Funktion bei wachsendem Argument 
nicht ins Gewicht. In dieser ihrer hervorstechendsten Higen- 
schaft liegt auch der Grund, warum es ohne Nachteil fiir 
die Resultate angeht, die Grenzen der Fehler ins Unendliche 
zu erstrecken. 

Hin zweiter, innerer, Grund ist darin zu erblicken, dass 
sich die Ableitung der Funktion auf einen Satz stiitzt, fiir 
dessen Richtigkeit sich ein Beweis im strengen Sinne des 
Wortes nicht erbringen lisst, der auch gewiss nicht in allen 
Fallen Geltung hat. Dagegen sollte man glauben, dass so 
oft er zutrifft, auch die gefundene Funktion genau giltig ist; 
denn im weiteren Verlaufe der Ableitung ist keine Hypothese 
mehr aufgestellt und keine Approximation vorgenommen 
» worden, 

A* 


un oh ae 


Nun gibt es einen Fall, wo der Satz vom arithmetischen 
Mittel streng nachweisbar ist, wahrend die obige Funktion 
nur den Charakter einer Naherungs-. oder Grenzformel tragt, 
und in diesem Widerspruch, der nur in dem Unterschied 
zwischen wahren Fehlern und den Abweichungen vom arith- 
metischen Mittel begriindet sein kann, liegt ein entscheiden- 
der Anhalt fiir die Anfechtbarkeit der Theorie*). 

Dieser Fall ist der folgende: Angenommen, die zu 
messende Grésse sei das (konstaft bleibende) Verhiiltnis der 
Anzahl weisser Kugeln zur Gesamtzahl aller Kugeln in einer 
Urne von unbekannter Zusammensetzung; man zieht nach 
und nach, die gezogene wieder zuriicklegend, uw Kugeln und 
y, davon mégen weiss sein; ein zweiter, dritter, ... 2” 
Versuch von demselben Umfange ergebe die Zahlen 7,, 7,...7,. 

Dann kann jeder der Briiche 


als eine Messung der Unbekannten angesehen werden, und 
diese Beobachtungen sind, wenn nach jeder Ziehung fiir eine 
gehorige Vermischung des Inhalts der Urne gesorgt worden 
ist, offenkundig gleich genau und umso genauer, je grésser 
die Zahl w ist. Die apriorische Wahrscheinlichkeit des be- 
obachteten Ereignisses, wenn mit x das unbekannte Verhiltnis 
bezeichnet wird, ist 


Pe yaaa (A aati ea a aaa ala ; 


der Wert von w, welcher sie zum Maximum macht, also 
der wahrscheinlichste Wert der beobachteten Grosse ist 
Fis ak ey pay 
“eC - ae —e —-—_—_— 


Ne J 


das arithmetische Mittel der durch die » Messungen gewon- 
nenen Werte. 
Suchen wir nun die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler 


. . Vie ‘ ¢ 
der einzelnen Messung, d. i. « — we? zwischen den Grenzen 2 


und ¢-+ dz liege. Setzt man der Kiirze wegen ~ =p, 

mE)! Bet 2 
*) Bertrand, Calc. des Probab., art. 140 und 142, und Compt. 

rend,, CVI, pag. 563 sq. ‘ 


w—r=s, od so ist der strenge Ausdruck dieser 
Wahrscheinlichkeit nach dem Satze von Bayes 
(p + 2)" (q — #)'dz 
fotyra—aas 
= 


o=> 


und kann leicht auf die Form 


~ gebracht werden. 
Nun ist 


Desk lald aca sorb ak Woseania 
at @ =r). ars sie 8(s ic 2 = ehh ee 


p? Pq q 


KR 


vermége der Bedeutung der Groéssen p, q ist iF _ = ==0, 
Hise 


wihrend der Koeffizient des folgenden Gliedes sich auf — a 


reduziert; bleibt man bei diesem Gliede stehen, so wird die 
rechte Seite der obigen Gleichung 
ere 
1— 2p4q é 
oder mit demselben Grade der Annaherung gleich 
_ ee? 
e here: 
das Integral, welches den Nenner von o bildet, geht hier- 
mit und durch die Substitution 


w 


up 
2q 


V2! peta 
pine Na 


tiber in 


_ SA 


und wenn w einigermaassen gross und p nicht sehr klein 
ist, so kénnen seine Grenzen bis — co und + oo ausgedehnt 
werden, sein Wert wird dann 


y 2 
uu 
Fiihrt man die Approximationswerte in den Ausdruck 


fiir @ und an Stelle von p, q die urspriinglichen Gréssen ein, 
so wird ; 


Te 


> é w? or (u—n) 
o=Viat=n? dz. 


Dies stimmt mit dem gefundenen Fehlergesetze in der 
Form vollkommen tiberein, kann aber aus den oben auge- 
gebenen Griinden nicht als Bestitigung, muss vielmehr als 
Zeichen fiir die Unvollkommenheit der Theorie angesehen 
werden. 


25. Wir nehmen die Gleichung (3), Art. 6, 


y = Hole — h) pe — |)... 9(@—h); 
welche das Gesetz der Wahrscheinlichkeit der Werte der 
beobachteten Grésse x darstellt, wieder auf und stellen sie 
fiir das obige Fehlergesetz her. Zunaichst wird, wenn man 
fiir H Ga) kurz H’ schreibt, 
Vx 
y= EL CAE Pie ie a 


setzt man ferner x =a-—+ uw, unter @ das arithmetische 
Mittel, somit unter w den ihm anhaftenden Fehler verstanden, 
weiter zur Abkiirzung 


a—l=aA, 
— lL, ae A, 
O.— Lis ——— Aes 


verbindet den konstanten, d. i. von w unabhiingigen Teil 
eM AP +a F4.2) der Exponentialgrésse mit H’ zu H” und 
beachtet, dass a, + a4, +----+ A, =O ist, so ergibt sich 
Ye= Ht esate 
Die Kurve, welche das Gesetz der Wahrscheinlichkeit 
der Werte von «=a - w darstellt, ist also symmetrisch in 


Ie as 


Bezug auf die zur Abszisse « =a gehorige Ordinate; diese 
Ordinate halbiert zugleich die Fliche der Kurve und geht 
durch den Schwerpunkt dieser Fliche, mit andern Worten: 


unter Zugrundelegung des Fehlergesetzes g(z) Sear 
v4 


ist derjenige Wert der Unbekannten, welchem die Higen- 
schaft des wahrscheinlichsten Wertes zukommt, zugleich mit 
dem kleinsten durchschnittlichen und dem kleinsten mittleren 
Fehler behaftet (vgl. Art. 8 und 9). 

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler des arithmeti- 
schen Mittels zwischen dai Grenzen wu und u+du, die 
Unbekannte also zwischen den Grenzen a +uunda+u+ du 
eingeschlossen sei, ist ydu; zur Bestimmung der Konstanten 


H” fihrt der Umstand, dass fae = 1 ist, woraus 


H’ =", so dass die erwihnte Wahrscheinlichkeit aus- 
14 
gedriickt ist durch 
hyn ean du. 
vl 


Der Fehler des arithmetischen Mittels befolgt also der 
Form nach dasselbe Gesetz wie der Fehler der einzelnen 
Beobachtung. 

26. Das soeben fiir einen speziellen Fall nachgewiesene 
Zusammenfallen des wahrscheinlichsten Wertes mit den beiden 
Werten, welche sich des kleinsten durchschnittlichen und 
des kleinsten mittleren Fehlers zu erfreuen haben, findet, wie 
eine von Laplace*) gegebene Analyse zeigt, unter allge- 
meineren Bedingungen statt, nimlich wenn die Anzahl der 
Beobachtungen sehr gross ist und das Gesetz ihrer Fehler 
der einzigen Bedingung g(— 2) = (2) geniigt. 

Denkt man sich niamlich g(z) auf die Form einer 
Exponentialgrésse gebracht, so muss dieselbe, vermoge der- 
zuletzt ausgesprochenen SO hieene , die Gestalt e—¥@) an- 
Bato alsdann wird 


y = He-¥ eb) Wah) Wer), 


*) Théorie analyt. des Probab., II, art. 23. 


Wiest 


Der wahrscheinlichste Wert von x — er heisse wie oben a — 
dy _ 
tn 
(1) @—4)¥'@—1) + @—h)¥'@—h) +-:: 

+ (a—h)¥'(a— be) =0 
dp (v) 

dv 

wird, Setzt man nun « =a-+ xu und entwickelt den Expo- 
nenten von ¢ nach Potenzen von uw, wobei zu bemerken ist, 


dass allgemein 
v(a—1l+ wv) = v(a— P) + 2(a—Dv'@— Pu 
+ (v'(@—P) +2(a— ew" (@—P) 2 + 


und bedient sich ferner der Abkiirzungen 


muss der Gleichung 0, also der Gleichung 


cre, ee pS , ° 
geniigen, wenn zur Abktirzung = vw (v) geschrieben 


a—l=A, 
a—l=A, 
a4 — In = an 
M = v(A,*) + ¥(4,”) +--+ + o(A,") 
N = Aw’ (Ay?) Ag (Ag?) Es Ean (An?) 
P= Ww (a) + W' (ag?) + (An?) 
2 {Ah (Ay) E Ag?” (ay?) E+ > Anh” (An?) }, 


so wird 
y= He—U—2Nu— Pe — Qu —--- : 


der wahrscheinlichste Wert @ befriedigt aber die Glei- 
chung (1), d. i. 
Ni=,07 


fiir diesen wird also 

y = He MP Qt 
-M, P, Q sind Gréssen von der Ordnung m. Ist nun w von 
der Ordnung F oder kleiner, so ist Qu*> ebenfalls von dieser 
oder héherer Kleinheitsordnung, und wird n als eine sehr 


grosse Zahl vorausgesetzt, so kann e—@”* mit der Hinheit 
vertauscht werden. Wird aber w grésser, etwa von der 


le Ss 


| = 


Ordnung —-, wo «<1, so wird Pu? von der Ordnung n'—« 


ro] & 


n 
und daher ¢~?“, mithin auch y so klein, dass man fiir alle 
Werte von wu 
y = He-Ne 

setzen kann. Die Kurve, welche das Gesetz der Wahrschein- 
lichkeit der Werte von «~a-tw reprisentiert, ist also 
symmetrisch in Bezug auf den Wert w—=0O oder «=a; 
mithin kommen diesem Werte die drei oben erwahnten 
Higenschaften zu gleicher Zeit zu. 

Stellen wir uns wieder die Frage, wie das Fehlergesetz 
e—¥@) beschaffen sein muss, damit es fiir a bestiindig das 
arithmetische Mittel gebe, so werden wir naturgemiiss wieder 
zu der friiheren Form dieses Gesetzes gefiihrt. Denn die 
gestellte Bedingung erfordert den gleichzeitigen Bestand der 
beiden Gleichungen 

1,0") b AgW! (Ay?) bo daw (dat) = 0 
ay tap tor $a, = 0 
und dieser ist nur dann méglich, wenn 
v@)=k, 
wobei & eine Konstante bezeichnet. Dann folgt aber 
(2?) = ke? —1-C, 
somit thatsachlich 
Oe) == Ce-**. 

Hierdurch ist erwiesen, dass nicht allein das arithmetische 
Mittel derjenige Wert der Unbekannten ist, welcher auf das 
Gesetz (5), Art. 23, hinfiihrt, sondern dass auch umgekehrt 
dieses Gesetz das einzige ist, welches bestiindig das arith- 
metische Mittel als den zu wihlenden Wert bezeichnet. 


27. Die Hypothese des arithmetischen Mittels und die 
Annahme, dass die Wahrscheinlichkeit eimes Fehlers eine 
Funktion seiner Grosse allein sei, hingen auf das engste 
mit einander zusammen. Sie bilden die untrennbaren Grund- 
lagen der oben entwickelten Theorie. Aber weder die eine 
noch die andere dieser beiden Annahmen hat allgemeine 
Geltung. 


Wollte man annehmen, das arithmetische Mittel mehrerer 
auf Messungen beruhender Werte einer Grosse stelle immer 
den wahrscheinlichsten Wert dieser Grésse dar, so fihrte 
dies zu Widerspriichen. Hat man z. B. eine Grosse x 
wiederholt gemessen und die Resultate /,, J,,.../, erhalten, 
so hat man damit, wenn auch indirekt, jegliche Funktion 
von « beobachtet und fiir die Funktion f(x) beispielsweise 
die Werte f(1,), f(),.-- fn) erhalten. Linerseits wire 
nun auf Grund dieser Messungen der wahrscheinlichste Wert 
von « 


hth+eo- +, 


n ? 


andererseits der wahrscheinlichste Wert von f(a) 


Hh) fh) Fee EtG) 


n 


und man wire berechtigt, daraus auf die Gleichung 


Ae + |, 2) ee 


n 


n 


zu schliessen, die aber augenscheinlich allgemeine Geltung 
nicht hat. 

Allerdings ist von Gauss die Hypothese blos fiir direkte 
oder unmittelbare Beobachtungen und nicht ftir Gréssen auf- 
vestellt worden, welche aus jenen durch irgend welche 
Operationen abgeleitet sind; aber es kann Fille geben, wo 
der Begriff des Unmittelbaren nicht vollkommen bestimmt 
ist. Man denke sich ein Instrument, welches zwei Angaben 
zugleich macht, die mit einander in einem funktionalen Zu- 
sammenhange stehen. Hier kénnte es unter Umstinden 
schwer werden zu entscheiden, welche der beiden Angaben 
das Merkmal des Unmittelbaren trigt und daher die Hypo- 
these des arithmetischen Mittels zulisst. 

Auch die Annahme, dass die Wahrscheinlichkeit eines 
Fehlers in der experimentellen Bestimmung einer Grésse 
eine Funktion seines Betrages allein sei, trifft nicht immer 
zu. Ist fiir die Grosse « durch Messung der Wert J ge- 
funden worden, so ist damit zugleich fiir die Grosse f(#) der 
Wert f() gewonnen. Der Fehler in der ersten Bestimmung ist 


oe Vigtae ee 


x—l=g2, 
seme Wahrscheinlichkeit sei proportional g(z). Der Fehler 
in der zweiten Bestimmung ist 
» , ie uw 1 wet 9 
(C+) —fO=—Z=f Ost tibet 
und seine Wahrscheinlichkeit, da er mit ¢ zugleich begangen 


ward, ist wieder proportional g(z), also nicht mehr eine 
Funktion von Z allein. Beschrinkt man sich auf Glieder 


der ersten Ordnung in zg, so wird g= und somit 


Z 
. AO) 
y (2) = 9 (xa) also ausser von Z auch von | abhangig. 

28. Bertrand*) hat sich mit der Untersuchung der 

Frage beschiftigt, welche allgemeine Form die Funktion, 
die den wahrscheinlichsten Wert der beobachteten Grosse 
durch die einzelnen Beobachtungsergebnisse darstellt, haben 
miisse, um mit der Annahme vereinbar zu sein, dass die 
Wahrscheinlichkeit eines Beobachtungsfehlers von diesem 
allein abhiinge, eine Annahme, die man mit dem Begriff des 
Fehlergesetzes a priori verbindet. 

Ks sei also 
Ga (Ls loses onl) 

der wahrscheinlichste Wert der beobachteten Grésse x, ab- 
geleitet auf Grund der n unabhangigen Resultate 1,, 1,,...lr, 
und die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers z in der einzelnen 
Beobachtung proportional der Funktion (¢). Setzt man 
a) 
9 (#) 

ve — lL) + ¥@—h) t+ +4@—h) =0 
durch die Substitution «=a befriedigt werden, welches auch 
die speziellen Werte von J,, J,,...l, sein médgen. Die 
n Gréssen 


wie friiher = 7(Zz), so muss die Gleichung 


dali, G— |, .«. — 1, 


welche sdmtlich Funktionen der » Variabeln 1,, l,, ...l, 
vorstellen, sind also nicht unabhingig von eimander; daraus 
folgt, dass ihre Funktionaldeterminante verschwinden miisse. 
Man hat also zur Bestimmung von a die Gleichung 


*) Calcul des Probab., art. 144, und Compt. rend., CVJ, pag. 153 sq. 


Oa 1 00: ae da 

da ~ | 4 (ad) teen 

Ol, Ol, al = 0, 
ea LN EN 1 

Ol, Ol, al, 


welche sich leicht auf die lineare Differentialgleichung 
pelt bio! 
reduciert*), Die Lagrange’schen Hilfsgleichungen 
dl, =dl,=---=dl, = da 
geben die » von einander unabhingigen Integrale 
a-l=C, a—l=—G,:...¢-L=G 


oder die ihnen Aquivalenten 
Ll ++-- L, , , yr ; , 
Qe tS = Cy, 4h Gy, Se 
demnach ist das allgemeine Integral der obigen Differential- 
gleichung 
ee tile “ere, 


n 


a5 ® (1, — L, ls Gy rookies ce all 


wobei ® eine willkiirliche Funktion der eingeschlossenen 
Argumente bezeichnet; jeder Wahl von ® entspricht eine 
besondere Form des Fehlergesetzes o**). 


*) Wenn man niimlich die erste Zeile von allen folgenden sub- 
trahiert, dann alle Kolonnen von der zweiten angefangen zur ersten 
addiert, so geht die Determinante tiber in 


a Oa 0a Oa Ca Ow 

alten igh ok SEEN RaAEE EES Bee Me ere 

| Ol, Ol, él, Wieteeg ot, | 

—1 Quoc Oat 

Oem Sy COs 
0 0c ar ele 
**) Wie Tisserand bemerkt hat, ist ® und somit auch @ eine 
symmetrische Funktion von J,, J,,...4,, wenn 


o= #(, — eee eee ly 


’ 2 n 


ae |: ae 


Dies ist also die allgemeine Form der gesuchten Funktion. 
Sie zeichnet sich durch die Higenschaft aus, dass ein allen 
Beobachtungen erteilter Zuwachs @ einen ebenso grossen 
Zuwachs der Funktion herbeitiihrt. Diese Higenschaft bildet 
das zweite Postulat des Schiaparelli’schen Beweises (s. 15). 

Damit sind die von Reuschle*) als moglich bezeich- 
neten Formen des wahrscheinlichsten Wertes 


me 7 m/e mI? 
Sm CR Cn, 

a= a ) a= ae 79 
m m 


Pel Veran 
wo S,, die Summe der m** Potenzen der einzelnen J, C,,, Cn’ 
die Summe ihrer Kombinationen ohne, resp. mit Wieder- 
holung zur m®" Klasse, Gn, Gm die beziiglichen Anzahlen 
dieser Kombinationen bezeichnen, als hinfallig erwiesen, 
sobald m von der Hinheit verschieden ist. Denn sie erfreuen 
sich der obigen Higenschaft nicht und sind daher mit einem 
Fehlergesetz, das nur die Fehlergrésse in Rechnung bringt, 
nicht vereinbar. 

Bemerkenswert ist der Umstand, dass wohl zu jedem 
Fehlergesetz, weleches die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 
als Funktion seiner Grosse allein darstellt, eme Kombination 
der Beobachtungen gehért, welche den wahrscheinlichsten 
Wert der beobachteten Grésse vertritt, dass aber nicht um- 
gekehrt zu jeder Kombinationsform der Beobachtungen ein 
Fehlergesetz der beschriebenen Art angebbar ist. So giebt 
es kein Fehlergesetz, welches das geometrische oder das 
harmonische Mittel der Beobachtungen als wahrscheinlichsten 
Wert gibt, weil diese Kombinationen in der oben ge- 
fundenen allgemeinen Form fiir a@ nicht enthalten sind. 


§ 5. Das Fehlergesetz auf Grund der Hypothese der 
Hlementarfehler. 


29. Der Ableitung des Fehlergesetzes aus der Hypo- 
these des arithmetischen Mittels lisst sich der Vorzug grosser 


wobei & irgend eine symmetrische Funktion der eingeschlossnen Ar- 
l 
gamente /, — a - ++ bedeutet. Compt. rend., CV, pag. 231. 
*) Crelle J., 26, pag. 353. 


Einfachheit und Klarheit nicht absprechen; dagegen haftet 
ihr der Mangel an, dass sie auf die Natur der Fehler, die 
Art ihrer Entstehung nicht eingeht. Die Hypothese, von 
welcher die Ableitung ausgeht, betrifft vielmehr einen dem 
zu erforschenden Gesetz fern liegenden Gegenstand. 

Daraus erklairt sich das Bestreben der Geometer, dem 
Fehlergesetz eine festere Grundlage dadurch zu geben, dass 
man bei seiner Ableitung auf die innere Natur der Fehler, 
auf ihre Entstehung aus den verschiedenen Fehlerursachen 
zurtickgeht. Diesem Vorhaben scheinen sich auf den ersten 
Blick untiberwindliche Schwierigkeiten in den Wee zu stellen. 
Wohl erkennt man bei naherer Betrachtung des Vorganges 
bei einer Beobachtung, dass ihr Fehler nicht etwas Ein- 
faches ist, sondern aus dem Zusammenwirken einer mehr 
oder weniger betraichtlichen Zahl von Fehlerquellen entsteht, 
also das Resultat der Kombination mehrerer Klementarfehler 
ist. Aber wenn schon die Erkennung aller Fehlerquellen, . 
welche bei einer Gattung von Beobachtungen wirksam sind, 
Schwierigkeiten begegnet, so hiaufen sich diese noch mehr, 
sobald man daran geht, die Gesetze der einzelnen Hlementar- 
fehler zu erforschen; dies sollte aber, so scheint es, der Hr- 
forschung des Gesetzes des Gesamtfehlers vorangehen. 

Man sieht sich also auch hier auf die Aufstellung von 
Hypothesen angewiesen. Je weniger einschrinkende Voraus- 
setzungen tiber die Gesetze der Klementarfehler eine solche 
Hypothese notig macht, desto allgemeiner wird das aus ihr 
abgeleitete Hehlergesetz sein, d. h. desto mehr Fille wird es 
in der Praxis geben, wo die Fehler sich diesem Gesetze 
unterordnen. 

Was nun die Elementarfehler betrifft, so werden die- 
selben in mannigfachster Weise zur Wirkung kommen. Zu- 
nichst wird es eine Klasse von Fehlerquellen geben, aus 
welchen Klementarfehler entspringen, die eines jeden Wertes 
zwischen gewissen Grenzen faihig sind; das Gesetz ihrer 
Wirkung lisst sich durch eine Funktion, geometrisch durch 
eine Kurve darstellen in demselben Sinne, wie es fiir den 
Gesamtfehler geschehen ist. Aber diese Kurve kann die 
mannigfachsten Formen annehmen; nicht immer wird sie so 


ay 


verlaufen, dass sie positiven und negativen Fehlern gleichen 
Betrages den gleichen Grad der Leichtigkeit beimisst, und 
nicht immer wird sie kleinen Betrigen des Hlementarfehlers 
eine gréssere Wahrscheinlichkeit zuschreiben, als den nahe 
der Grenze liegenden. 


Neben dieser Gattung von Fehlerursachen wird es andere 
geben, welche bei jeder Beobachtung einen Fehler von der- 
selben Grdésse, also einen konstanten Fehler erzeugen. Ihre 
Wirkungsweise ist durch eine Funktion oder eine Kurve 
nicht darstellbar; in der geometrischen Versinnlichung wiirde 
ihr ein bestimmter Punkt in der Axe, auf welcher die Fehler 
abgetragen werden, entsprechen, der bei jeder Beobachtung 
mit Gewissheit getroffen wird. 


Noch andere Fehlerquellen geben zur Entstehung von 
Elementarfehlern Veranlassung, deren jeder mehrere be- 
stimmte Werte annehmen kann, einen jeden mit einer be- 
stimmten Wahrscheinlichkeit. Auch bei diesen kann die 
Wirkungsweise durch .eine Funktion oder eine Kurve nicht 
versinnlicht werden; an die Stelle der letzteren treten melirere 
bestimmte Punkte in der Axe der Fehler, von denen jeder 
einzelne bei einer Beobachtung mit eimer gewissen Wahr- 
scheinlichkeit getroffen wird. 


Wiahrend ferner manche Fehlerquellen bei jeder Beob- 
achtung zur Wirkung kommen, wird es andere geben, welche 
nur gelegentlich auftreten und dann in der einen oder andern 
der angedeuteten Weisen sich kennzeichnen. Bei solchen 
Fehlerquellen tritt die Wahrscheinlichkeit, dass sie in Aktion 
kommen, als neues Element hinzu. 


Hin gewichtiger Umstand liegt in der Zah] und der 
relativen Bedeutung der bei einer Beobachtung konkurrieren- 
den Fehlerquellen. Die Anzahl wird im allgemeinen um so 
grésser sein, je komplizierter die Hilfsmittel der Beobachtung 
und je verwickelter der dabei befolgte Vorgang ist. Mit 
dem Fortschreiten der Beobachtungskunst ist die relative 
Bedeutung der einzelnen Fehlerquellen dem Gleichgewichte 
immer naher geriickt worden. Wéahrend zu einer Zeit, wo 
die Instrumente noch unvollkommen waren, einige wenige 
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Fehlerquellen tiberwogen derart, dass die andern kaum zum 
Ausdruck kommen konnten in dem Gesetze des Gesamt- 
fehlers — wie dies auch heute bei primitiv angestellten 
Beobachtungen vorkommen mag —, erfreuen sich die modernen 
Hilfsmittel der Messkunst, namentlich der astronomischen 
und geoditischen, eines hohen Grades von Hbenmissigkeit, 
durch welchen die grossen Unterschiede in der relativen Be- 
deutung der Elementarfehler aufgehoben sind. Wenn nun 
hier eine grosse Anzahl von Fehlerquellen nachweisbar ist, 
so folgt daraus von selbst, dass jede einzelne nur geringe 
Bedeutung haben kann im Vergleiche zum Gesamtfehler, 
insbesondere, dass die Hlementarfehler einzeln zwischen sehr 
engen Grenzen sich bewegen miissen. 

Hine weitere wichtige Frage geht dahin, ob die ver- 
schiedenen Fehlerquellen unabhingig von einander wirken; 
denn dadurch ist die Anwendbarkeit der Regeln der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung wesentlich bedingt. Bei einer Klasse 
von Fehlerquellen vermag man einen Zusammenhang nicht 
zu erkennen und sie bilden ohne Zweifel die Mehrheit aller. 
Dagegen gibt es andere, bei denen eine gewisse Abhingig- 
keit nicht zu leugnen ist; so muss bei allen Hlementar- 
fehlern, welche von den Schwankungen der Temperatur her- 
riihren, ein gegenseitiger Zusammenhang vermutet werden. 
Aber die Unméglichkeit, diesen Zusammenhang in Rechnung 
zu bringen, lisst keine andere Wahl iibrig, als die Fehler- 
quellen dieser zweiten, jedenfalls minder zahlreichen Klasse 
auch als unabhingig anzusehen. 

Wir haben diese allgemeine Betrachtung vorangestellt, 
um uns bei den verschiedenen Hypothesen, welche im fol- 
genden tiber die Hntstehungsweise der Beobachtungsfehler 
werden aufgestellt werden, ein Urteil dariiber bilden zu 
kénnen, wie weit sie mit den thatsiichlichen Verhiltnissen 
tibereinstimmen. Endgiltig entscheiden kann nur die Er- 
fahrung. 

30. Der Fehler w einer Beobachtung entspringe aus 
einer einzigen Ursache derart, dass er in bekannter Weise 
von einer Grésse & abhiingt, welche ihrerseits aller 
Werte zwischen gegebenen Grenzen —a@ und +o fihig 


gy bate 


ist, eines jeden mit einem bestimmten Grade der Leich- 
tigkeit *), 

Es sei also 
(1) a = f(&) 
und g(&) das Wahrscheinlichkeitsgesetz der Werte von &. 
Um das Gesetz p(x) des Fehlers # zu finden, bemerke man, 
dass die Wahrscheinlichkeit eines zwischen den Grenzen « 
und x + da liegenden Wertes von x identisch ist mit der 
Wahrscheinlichkeit eines zwischen den zugehérigen Grenzen & 
und € + d& liegenden Wertes von & so dass 


« —_p(x)da = g(&) dé; 


da nun dx = f' (&)d&, so ergibt sich das verlangte Fehler- 
gesetz aus 


_ 9) 
(2) p(x) — (8) 


durch Elimination von & mit Hilfe von (1). 

Hinige Beispiele werden es erliutern. 

a) Die Wahrscheinlichkeit sei fiir alle Werte von & die- 
selbe und x proportional §; also 


: 1 
dann ist 


1 
TOO ee cape 


es haben also auch alle Werte von x denselben Grad der 
Leichtigkeit. Wenn dieses Gesetz platzgriffe, giibe es keinen 
wahrscheinlichsten Wert der Unbekannten, weil die hierzu 
erforderliche Gleichung (4), 7, oder (1), 23 illusorisch wiirde. 


b) Alle Werte von § zwischen den Grenzen — = und 


fe = seien gleich wahrscheinlich und « proportional dem 
Sinus von §**), also 

*) Bessel, Untersuch. tiber die Wahrsch. der Beobachtungsfehler, 
Astron. Nachr., Bd. 15, Nr. 358—359. 

**) Hin dieser Annahme entsprechender Fall tritt ein, wenn mit 
einem Kreise, der nur einfache Ablesung gestattet und dessen Alhidade 
eine bekannte Exzentrizitiit aufweist, an beliebigen nicht angegebenen 
Stellen der Teilung ein Winkel gemessen wird. 
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98) =—, G == 0 sine; 

man findet dann 

Sy 1 

g(t) = “Vee 

Gleich grosse positive und negative Fehler sind gleich wahr- 
scheinlich; ihre relative Haufigkeit wiichst aber mit dem 
absoluten Betrage und erreicht an der Grenze 7=--a 
einen unendlichen Wert. Bei diesem Fehlergesetz gabe es 
ebenfalls keinen wahrscheinlichsten Wert der beobachteten 
Grésse im eigentlichen Sinne; im Gegenteil wire hier der- 
jenige Wert derselben vorzuziehen, welchem die kleinste 
Wabrscheinlichkeit zukommt. 

c) Allen Werten von § zwischen — a und + « komme 


gleiche Wahrscheinlichkeit zu und a sei proportional dem 
Quadrat von &*), also 


1 
Oe) ee eG 
hieraus ergibt sich 


p(x) =—— 


Dieses Fehlergesetz zeichnet sich vor dem vorangehenden 
dadurch aus, dass es Fehler nur eines Vorzeichens zulasst; 
mit dem Wachsen des Fehlers nimmt seine relative Hiufig- 
keit ab und wird fiir unendlich kleine Fehler unendlich 
gross. Auch hier kénnte von einem wabrscheinlichsten 
Werte einer wiederholt beobachteten Grésse nur insofern 
gesprochen werden, als dem gréssten, resp. kleinsten unter 
den Beobachtungsergebnissen eine unendlich grosse relative 
Wahrscheinlichkeit zukommt, so dass er allen andern Werten 
vorzuziehen wiire**), 


*) Ein dieser Annahme entsprechender Fall ergibt sich bei dem 
Messen der Linge einer Stange mit einer sphirisch gekriimmten End- 
fliche auf einem mikrometrischen Apparat, welcher den Fehler hat, 
dass der Mittelpunkt der sphirischen Endfliiche nicht genau in die 
Gerade zwischen der Mikrometerspitze und jenem Punkte, von welchem 
an die Linge geziihlt wird, gebracht werden, sondern innerhalb der 
Grenzen —q@ und + « willkiirlich davon entfernt sein kann, wie eine 
einfache geometrische Betrachtung zeigt. 

“*) Vel. des Verf. Note in Grunert Arch., Th. IX (2) pag. 97 flg. 


31. Indem wir zu Fehlern iibergehen, welche aus 
mehreren von einander unabhiingigen Hlementarfehlern zu- 
sammengesetzt sind, mége mit dem einfachsten Fall der 
Zusammensetzung zweier Klementarfehler 2,, x, begonnen 
werden, deren Gesetze o,;(Z,), p,(%.) sind und welche zwischen 
den unteren Grenzen a,, @ und den oberen b,, b, beziehungs- 
weise sich bewegen. Der zusammengesetzte Fehler heisse 2, 
sein Gesetz p(z). 

Die Wahrscheinlichkeit, dass x, zwischen den Grenzen 
x, und a, + da, enthalten sei, ist p,(xv,)d%,; soll bei dem 
Wert x, des ersjen Fehlers ein zwischen z und z+ dz liegen- 
der zusammengesetzter Fehler entstehen, so muss 7, zwischen 
2— a, und g— 4, + dz liegen, und die Wahrscheinlichkeit 
hiefiir ist g,(¢ — 2,)dz. Demzufolge ist 


p (2) = {rm)nle — %)dx,, 


wobei die Integration tiber jene Werte von x, zu erstrecken 
ist, welche mit dem Werte 2 vertraglich sind. In der Fest- 
stellung dieser Grenzen liegt die erste Schwierigkeit der 
Aufgabe. Zuerst médge ein Verfahren erlaiutert werden, 
welches Schols*) angegeben hat und das auch bei beliebig 
vielen Elementarfehlern bentitzt werden kann. 

Es sei ,(#,) durch die materielle Linie 0,a,6,, Fig. 1, 
dargestellt**), so dass wirklich mégliche Werte von x, durch 
Punkte der Strecke a,b, Fig. 1. 
dargestellt sind; ebenso | a, b, 
versinnliche die materielle | 
Linie 0,46, das Gesetz %| Pay Re Pee 
92 (#,) des zweiten Fehlers, ,' . 
dessen méglichen Werten  ~™ % 

Punkte der Strecke a,b, entsprechen. Die mittlere Linie 
diene zunichst zur Darstellung von g,(¢ — 2,), schliesslich 
aber auch zur Darstellung des zusammengesetzten Fehlers. 
Hinem festgesetzten Werte z desselben entsprechen, da 


*) Annales de ’Hcole Polytechu. de Delft, I, pag. 142 flg. und 
ibid., III, pag. 142 fig. 
*#) Vol, Art. 4, 
5* 
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2—&, = und ay, b, die Grenzen von x, sind, 2 — b, und 
2—d, als Grenzen der mit ihm vertriglichen Werte von %, 
welchen die Punkte der Strecke 2—b,, ¢—a,. auf der 
mittleren Linie zugeordnet sind. Diese Strecke ist gleichsam 
das verkehrte Spiegelbild der Strecke a,b, der dritten Linie. 
Da aber nur solche Werte von 2, wirklich méglich sind, 
welche den Punkten der Strecke a,b, entsprechen, so kénnen 
bei dem festgesetzten Werte von z nur solche Werte von 2, 
in Betracht kommen, welche korrespondierenden Punkten der 
beiden Strecken a,b, und z—b,, #—ad,, wie «, und A, 
angehéren, und damit sind die Grenzen der obigen Integra- 
tion nach x, festgestellt; bei dem in der Figur angenommenen 
Werte z sind sie: 4, = 2z—b, und a, —6,. Andert man 2, 
so Andert sich nur die Lage der Strecke 2 — b,, 2 — a, auf 
der mittleren Linie, nicht aber ihre Linge. 

Vier Lagen dieser Strecke sind von besonderer Bedeu- 
tung, diejenigen namlich, wo einer ihrer Endpunkte mit 
einem Endpunkte von a,b, korrespondiert. 

Fallt zg — a, unter a,, so ist =a, -+ a, und es kor- 
respondiert kein weiteres Punktepaar beider Strecken. 

Fallt 2 — b, unter a,, so ist z= a, + 6, und es haben 
alle Punkte der oberen Strecke von x,—a, bis x, =a, +), — a, 
korrespondierende Punkte auf der mittleren. 

Fallt 2 — a, unter b,, so ist z= b, + a, und es haben 
alle Punkte der oberen Strecke von 2, = 6, + a, — b, bis 
£, =, korrespondierende auf der mitileren. 

Fallt endlich z— 6, unter 0,, so ist z=0b, +b, und 
die beiden Strecken haben kein weiteres Paar korrespon- 
dierender Punkte. 

Die gefundenen vier Werte von z, namlich 


Dy Gy; Gy gg) Oy hg OY a5 


welche dadurch entstehen, dass man die unteren und oberen 
Grenzen der beiden Klementarfehler auf alle méglichen Arten 
kombiniert, bezeichnen Unstetigkeitsstellen der Funktion g(¢) 
insofern, als dieselbe bei Uberschreitung dieser Stellen ihre 
Form indert. Hs ist also das Gesetz des Fehlers z im all- 
gemeinen durch drei verschiedene Funktionen dargestellt, 


== = GOe ee 


entsprechend den drei Intervallen, welche durch die vier be- 
sonderen Werte von ¢ begrenzt werden. 

Kin anderer Weg, um zu diesen Resultaten zu gelangen, 
ist der folgende. Man betrachte w,, v, als die rechtwinkligen 
‘Koordinaten eines Punktes der Ebene; dann entspricht jeder 
Wertkombination der beiden Elementarfehler ein Punkt 
der Ebene und allen méglichen Kombinationen die Gesamt- 
heit aller Punkte in dem 
Rechteck CD EF, Fig. 2, wo- one 
bei Oa, = a,; Ob, = b,, ae 
Oa, = a,, Ob, = b, ist. Der 

zusammengesetzte Fehler 
2=2, +2, wird durch die 
Strecke Oz dargestellt, welche —a}---,_| 
man erhalt, indem man durch 

den Punkt M eine zu den 
Axen gleich geneigte Gerade ? 
Mz fiihrt; jedem Punkte 
dieser Geraden, der innerhalb oder am Rande des Rechteckes 
CDEF liegt, entspricht eine Kombination der Elementar- 
fehler, welche zu demselben ¢ fiihrt. Macht man 22’ = dz, 
£12, = dax,, zieht Nz’ parallel Mz und N’x,’ parallel Na, 
so driickt das Produkt g,(%,)9.(¢—4%,)dx,dz die Wahr- 
scheinlichkeit aus, dass ein zwischen z und z + dz liegender 
Gesamtfehler aus einer der Kombinationen von Elementar- 
fehlern entspringe, welche durch Punkte des Parallelo- 
sramms MM’ N’ WN dargestellt sind. Die Wahrscheinlichkeit, 
dass ein zwischen den bezeichneten Grenzen eingeschlossener 
Gesamtfehler tiberhaupt entstehen werde, wird durch das 
Integral 


a 
1 
i 
1 


& 
be Ny 
gaa 


X, 


Qt ------ 


a, BA eee : 


dz f P1 (41) Pa(@ — %) da, 


ausgedriickt sein, genommen zwischen denjenigen Grenzen, 
welche die Transversale PQ des Fehlerrechtecks angibt, der 
Figur entsprechend also zwischen 2, =a, und 2, = 4 — dp. 

Von besonderer Wichtigkeit sind die Transversalen, 
welche durch die Eckpunkte des Rechtecks gehen; sie be- 
zeichnen jene Werte von z, durch welche das Gebiet dieser 


Se 


Grosse in Teile zerlegt wird, fiir deren jeden eine andere 
Form von (2) gilt. 
Aus der einen wie aus der andern Darstellung ist die 


Bedingung leicht zu entnehmen, unter welcher es nur zwei 


Gebiete von ¢ gibt. 

Es sei a, = — 0,, dg = — &, demnach O der Mittel- 
punkt des Rechtecks CDEF’, ferner 6, > b,*); dann sind die 
Grenzwerte von Z, nach ihrer Gxrésse geordnet, 
G,=—b,—b, Ga=—)b,+h, Gs=b,—b, G,=b,+), 
und. die zugehérigen Formen von g(z), wie man durch Zu- 
hilfenahme der Figur leicht findet, 

et ls 
x(2) =I P, (1) P2 (2 — a) dx, G,<2<G, 
2s, 
ahs 
pul) = f mi(t)oo@— mde Gy << * 


a—be 


b. 


gr1(2) = { ala)ole — %,)dx, Gs <2. =< Gy. 
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Um dies an speziellen Beispielen zu erliutern, mége 
gunichst jeder der beiden Elementarfehler konstante Wabhr- 
scheinlichkeit aufweisen; es ist dann 


und 


—2z+b, +8, 
put (2) = ae } 


das resultierende Fehlergesetz ist durch die gebrochene Linie 
STUY, Fig. 3, dargestellt. 


*) Bessel l. c., pag. 379 fig. 
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Ks sei ferner der erste Hlementarfehler dem in 30, b) 
gefundenen, der andere dem im vorangehenden Beispiel an- 
genommenen Gesetz unterworfen, also 


1 1 
P1(%) = Vb, a) P2(%2) = 20, 


Man findet dann 


La ah 1 RP Ld Fr at) 
gre) = 5-5 i, & -+ are sin se 


. 1 ‘ 
gu(é Soh ( are sin 


+b, 
by 


- 2—b, 
— arc sin — 


das resultierende Fehlergesetz ist durch eine aus drei Teilen 
zusammengesetzte, gegen die Ordinatenaxe symmetrische Kurve 
STUY, Fig. 4, dargestellt und zeigt zwei Maxima und ein 
Minimum. 

Diese beiden Beispiele zeigen schon, in welch eigentiim- 
licher Weise die Gesetze der Elementarfehler durch das Zu- 
sammenwirken modifiziert werden. 

32. Der behandelte Fall erfahrt eine wesentliche Ver- 
einfachung, wenn einer der beiden Elementarfehler, etwa x,, 
aller Werte zwischen — co und + o fiahig ist. Dann tritt 
an die Stelle des Rechtecks CDE JF ein Flachenstreifen in 
Richtung der X,-Axe von der Breite b, — a, und fiir das 
ganze Wertgebiet des zusammengesetzten Hehlers 2 kommt 
dieselbe Darstellung 


(1) v= | pte eee 


= aes 


zur Geltung*). Durch Entwicklung von @,(¢— #,) in eme 


nach Potenzen von #, fortschreitende Reihe wird 


by by 
p(Z) = pale) 9, (%,)da, — 9 | L,Y; (%,) ax, 


by 
£99 [nee enyde— 


darin ist aber 
b 


L 
e 
I Pi (%)da, = 1, 
ay 
weil jeder mégliche Wert von x, zwischen den Grenzen a,, b, 
notwendig liegen muss, und setzt man 


o fs 
bap pemes ig (LA ae gees 
} 4,9, (%)da, = hy, J 04°, (a,)da = ky”, . 


a a 


so kommt**) 
(Doe Kan uy 
(2) p(2) = (2) — hy py (@) + imran? (2) — 


Diese Darstellung ist dadurch bemerkenswert, dass das 
Gesetz des einen Hlementarfehlers darin nicht mehr als 
solches, sondern nur mit den von ihm abhingigen Grdéssen 
ky’, hy’, ... erscheint. 

33. Um das Gesetz eines aus drei Hlementarfehlern 2,, 
X,, X, zusammengesetzten Fehlers zu finden, hatte man zu- 
nichst zwei Fehler zusammenzusetzen und mit ihrer Resul- 
tante den dritten zu verbinden. Fiir z ergeben sich in 
diesem Falle, sofern zwischen den Grenzen der Elementar- 
fehler keine speziellen Beziehungen bestehen, acht besondere 
Werte, indem man jeden der vier Werte a, + a,, a, + b, 
b, + 4,, 6,-+ 0, einmal mit der untern Grenze a,, einmal 
mit der oberen Grenze b, des dritten Fehlers verbindet; diese 


*) Crofton, London Philosoph. Transact., vol. 160, pag. 182. 
**) Kine andere Ableitung dieser Formel gab Crofton in der 
Enceyel. Britannica, Artikel Probability, pag. 781. 
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acht Werte teilen das Gebiet von g in sieben Intervalle, 
welchen ebensoviele verschiedene Formen von g(¢) ent- 
sprechen. Auch hier kann noch die zweite der beiden geo- 
metrischen Darstellungen aus Art. 31 angewendet werden; 
fasst man nimlich x, 2, #, als die rechtwinkligen Koordi- 
naten eines Punktes im Raume auf, so entspricht allen Wert- 
kombinationen der drei Fehler die Gesamtheit der Punkte 
in eimem gewissen Parallelepiped; gegen die Koordinaten- 
axen gleich geneigte Durchschnitte dieses Parallelepipeds 
bestimmen die Grenzen des Integrals 


* 2 
p(4) = [ [esos (a2) P3(4 — %, — %) dX, dx, 


durch welches das Gesetz des zusammengesetzten Fehlers 
ausgedriickt wird, und insbesondere fiihren die durch die 
Kcken gelegten Durchschnitte zu den erwahnten acht Grenz- 
werten von 4. 

Bei mehr als drei Elementarfehlern hért die Méglich- 
keit einer geometrischen Versinnlichung in der letztgedachten 
Weise auf. Da jeder neu hinzutretende Elementarfehler die 
Anzahl der Grenzwerte von z verdoppelt, so betriigt diese 
Anzahl bei  Elementarfehlern 2” und daher die Anzahl der 
verschiedenen Formen von zg 2”— 1. 

Bessel hat bis zu vier Elementarfehlern die Betrach- 
tung gefiihrt und ihre weitere Verfoleung mit dem Hinweis 
auf die Kompliziertheit und den untergeordneten praktischen 
Wert aufgegeben. In jiingster Zeit haben Kummell*) und 
Schols**) den Gegenstand von neuem aufgenommen. Ersterer 
, fiihrt, um eine allgemeine Formel fiir die Wahrscheinlichkeit 
des zusammengesetzten Fehlers zu gewinnen, den Diskontinui- 
titsfaktor von Lejeune-Dirichlet ein, ohne die Schwierig- 
keiten, die aus der Diskontinuitiéit von g(z) hervorgehen, ganz 
zu lésen. Vom allgemeinsten Standpunkte ist die Frage durch 
Schols behandelt worden, welcher zu einer allgemeinen 
Formel fiir die Wahrscheinlichkeit ees aus einer beliebigen 

*) Astron. Nachr., Bd. 103, No. 2460—61. 

*#) Ann. de l’Ecole Polytechn. de Delft, II, pag. 140 fig. 
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Anzahl von Elementarfehlern zusammengesetzten Beobach- 
tungsfehlers in einem beliebigen Intervall von 2 gelangt ist. 
Fiir spatere Zwecke soll die allgemeine Form fiir das 
Gesetz eines Fehlers aufgestellt werden, welcher durch das 
Zusammenwirken von » unabhingigen Fehlerquellen entsteht. 
Hs seien 
Oh Loy el Ln 


die Klementarfehler, welche einzeln-dem Gesetze 


71 (2%), Po(%o), +++  Pn(Zn) 


gemiiss wirken, und zwar zwischen den beziiglichen Grenzen 
—a, und +a,, —a, und +a, ... —a, und +a4,. 


Die Wahrscheinlichkeit, dass der ersten Fehlerquelle ein 
Fehler im Betrage zwischen 7, und x, + dx, entspringt, ist 
9, (#,)dx,; eine ihnliche Bedeutung hat das Produkt , (a) dz, 
fiir die zweite, ... @n(@,)dx, fiir die n* Fehlerquelle. Die 
Wahrscheinlichkeit fiir das Zusammentreffen dieser Betriige, 
vermége der vorausgesetzten Unabhingigkeit der Fehler- 
ursachen, ist 


; (Bo (Xe). = = Pal Ua lAene,... dan, 
und die Wahrscheinlichkeit, dass die Summe dieser Betrige, 


d. i. der Gesamtfehler zwischen z und ¢-+ dz fallen werde 
wird durch das Integral 


(1) ib « fps) pa(e2) + 0 Qn Bea) Oy Aig. ae 


ausgedriickt sein, das auszudehnen ist iiber alle Wertverbin- 
dungen der Variabeln, die der Bedingung 


250, +e. tome Sat de 
Geniige leisten. 

Um der Schwierigkeit der Bestimmung der Grenzen fiir 
die einzelnen Integrationen enthoben zu sein, empfiehlt es 
sich, unter dem Integralzeichen einen Discontinuititsfaktor 
einzufiihren, welcher die Higenschaft haben muss zu ver- 
schwinden, sobald x, + a, -+-+---+ a, das Intervall von 2 
bis ¢-++ dz verlasst, und gleich der Kinheit zu sein, wenn 


die erwaihnte Summe in dieses Intervall fallt. Hin solcher 
Faktor ist in dem Integral*) 


Fs - 
el) cos (a, + % +-+-++ 2, — 2)@dO 


ee BS) 


vorhanden, fiir welches aus naheliegenden Griinden auch 


Ss * 1@elerbeat spin) OVA 


2a 
e 
== 0, 
genommen werden kann. 
Lda 
Dadurch ist man von den Grenzen der einzelnen Inte- 
grationen in (1) unabhiingig geworden, kann sie also bis an 
die Grenzen des jeweiligen Fehlers erstrecken und fir (1) 
schreiben | 


*) Bekanntlich hat das Integral 


isi a= e) 0dO 


1 
1 (a) 
0 


den Wert + = oder — = jenachdem p >z oder p< 4, wihrend 


es fiir p = g verschwindet. Demnach hat die Differenz 


aie (p —z—dz)0d0 2) sMesueee 
2) 


oa cA @ 


0 


den Wert Null, wenn p >2-+ dz oder p< z, dagegen den Wert 
— 1, wenn 2 < p< 2-+ dz; an den Grenzen p=z und p= 2-+ dz 


selbst wird sie gleich — Bringt man diese Differenz unter ein 


Integralzeichen und bemerkt, dass bis auf Gréssen hdherer als der 
ersten Ordnung 
sin (p — 2 — dz)@ = sin (p — 2) 0 — Odz cos (p — 2)@, 


so ergibt sich als schliessliches Resultat, dass das Integral 


dz dz [{ 
oF [cos (p — 2)0d®@ oder a | cos (p — 2)Od@ 
0 —o 


den Wert 1 hat, wenn z<p<z-+dz, wahrend es ausserhalb dieses 
Gebietes verschwindet. (Glaisher, Mem, of the R. Astron. Soc., 
XXXIX, pag. 110.) 
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da dieser Ausdruck, der eingefiihrten Bezeichnungsweise ge- 
miiss, mit g(z)dz zu vergleichen ist,:so hat man ftir das 
Gesetz des ZS Tat bOI Fehlers die Darstellung 


CO 


ea f {f ‘nla deen’ Fats, fo,(a deen! GES 
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ate _ | Pa(Gn)eOee¥ idan) e900. 

34. Die verschiedenen Hypothesen iiber die Entstehung 
der Beobachtungsfehler stimmen in der Annahme einer sehr 
grossen Anzahl unabhangiger Elementarfehler tibereim, deren 
jeder ftir sich betrachtet nur von sehr geringer Bedeutung 
ist im Vergleiche zu dem Gesamtfehler. Wornach die Be- 
deutung eines Fehlers, oder anders gesagt sein Hinfluss, zu 
beurteilen ist, soll die folgende Krwigung zeigen. 

Es sei @ ein Fehler von endlicher Bedeutung — etwa 
der Gesamtfehler einer gewissen Gattung von Beobachtungen —, 
—a, +a’ seien seine Grenzen und 

y = 9() 
das Gesetz seiner Wirksamkeit, dargestellt durch die Kurve 


Fig. 5. 


MN, Vig. 5. Die wahrscheinlichen Werte der ersten, zweiten 
dritten, ... Potenz von %, niimlich 
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ke ct xp(x)da 
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(1) kh” = [eos 


C8 


bm fay (x) da 


ae, 


sind notwendig endliche Werte und geeignet, die Bedeutung 
von « darnach zi schitzen, wiahrend fiir jedes Fehlergesetz 


, 


EO aa p(x)dx = 1 
ist. Unter den Werten k® sind jene mit geradem Zeiger 
von denjenigen mit ungeradem Zeiger wohl zu unterscheiden. 
Wahrend bei den ersteren der Zeichenunterschied der Fehler 
aufgehoben ist und jeder Fehler seinem Betrage und seiner 
Wabrscheinlichkeit entsprechend zur Bildung der Summe 
beitrigt, heben sich bei dem wahrscheinlichen Wert einer 
ungeraden Potenz die positiven und negativen Fehler zum 
Teil oder vollstiaindig auf; insbesondere ist bei einem Fehler- 
gesetz von der Higenschaft m(— x) = (x) 
Fide 08) 

fiir jeden ungeraden Zeiger 1. 

Hieraus geht hervor, dass zunichst nur die wahrscheip- 
lichen Werte der geraden Potenzen einen Maassstab abgeben 
fiir den Einfluss des Fehlers und dass man bei den un- 
geraden Potenzen, wenn man sie zu diesem Zwecke heran- 
ziehen will, den Zeichenunterschied aufheben, sie also blos 
mit ihrem absoluten Betrage in Rechnung bringen miisse. 

Man denke sich nun einen zweiten Fehler v,, welcher 
zu x in solcher Beziehung steht, dass dem 2” Teil von & 
in dem neuen System eine 7 mal so grosse relative Wahr- 
scheinlichkeit oder Haufigkeit zukommt, als sie dem Werte « 
im ersten System eigen war; dann ist dag Gesetz dieses neuen 
Fehlers charakterisiert durch die Gleichung 


i gagee 


Hh = p(x), 
welcher die Kurve M,N, entsprechen méige. Die Grenzen 
: a a : ae : 
von #, sind ——, ~ und die wahrscheinlichen Werte seiner 


aufeinander folgenden Potenzen 
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= % 


‘ a 1 ; 
ky’ =| Lip (tx,) da, ai ap(x)dx = —k 


a’ 
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Cae =a) LP ip(ia,)dx, Sa) ap (x)da= = k 
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[ee = f aiplia)de, = pil a p(a)da—= ah” 
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7S 


so dass allgemein 


(3) k= = 20, 
7 


Die wahrscheinlichen Werte der aufeinander folgenden Potenzen 
von « sind also im Verhiiltnisse der gleich hohen Potenzen 
der Zahl ¢ verkleinert, und wir sind berechtigt, dem Fehler a, 
einen 7 mal geringeren Hinfluss beizumessen als dem Fehler a. 


Crofton*) nennt # und a, ihnliche Fehler und insbesondere 
x, em Diminutiv von 2. 


35. Erste Hypothese. Der Fehler einer Beobachtung 
sei das Resultat des Zusammenwirkens einer sehr grossen 
Anzahl unabhingiger Fehlerursachen, welche einzeln dem- 
selben Gesetze foloen, das nur die einzige Bedingung er- 
fillt, numerisch gleichen Fehlern gleiche Wahrscheinlichkeit 
beizulegen. 


Ks ist das Gesetz des Gesamtfehlers festzustellen. 


1) l. ¢., pag. 181 und 183. 


Dieser Fall ist durch die in Art. 8 entwickelte Analyse 
von Laplace erledigt. Durch diese Analyse ist gezeigt 
worden, dass, wenn 

oe Pe, oa I, 
die Fehler von » unabhingigen Beobachtungen sind, simt- 
lich dem niimlichen Gesetze folgend, die Wahrscheinlichkeit 
dafiir, dass die Summe 


a 
zwischen zg und ¢- dz liege, unter den in der Hypothese 
ausgesprochenen Bedingungen mit einer bis auf Gréssen der 


Ordnung ~ gehenden Naherung durch das Produkt g(2)dz 


dargestellt ist, wobei 

Es 
ES = © Bn 
und &” den wahrscheinlichen Wert des Quadrates eines 
solchen Fehlers bedeutet. Die Analyse und ihr Resultat be- 
halt Geltung, wenn » unabhangige Iehlerursachen die Ele- 
mentarfehler 


p(Z) = 


oy RR ee ae 

und durch ihr Zusammenwirken den Gesamtfehler z erzeugen. 
Wenn man die Grenzen der Elementarfehler wie an der 

citierten Stelle mit — aw und + aa bezeichnet, so sind 

—nao und + naw die Grenzen von z und der wahrschein- 

liche Wert seines Quadrates 


NOW 
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it PES a a ° 
————— | 2@ Ini'dz; 
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die Grenzen dieses Integrals kénnen aber, da unter 1 eine 
sehr grosse Zahl zu denken und aw endlich ist, mit Riick- 
sicht auf die Natur der Funktion unter dem Integralzeichen 
bis — co und + o© ausgedehnt werden und sein Wert 
ist dann ; 
nk”. 

Vergleicht man also den Gesamtfehler mit einem Ele- 

mentarfehler auf Grund der wahrscheinlichen Werte ihrer 


Quadrate, so kommt dem ersteren eine Vx mal so grosse 


< S0eee5 
Bedeutung zu als dem letzteren; und es muss, soll nk” eine 
endliche Grésse vorstellen, &” von der Gréssenordnung ~~ sein. 


36. Ein besonderer Fall der vorstehenden ist die Hypo- 
these von Hagen*), welche annimmt, dass der Fehler einer 
Beobachtung das Ergebnis des Zusammentreffens einer sehr 
grossen Anzahl von einander unabhingiger gleicher, sehr 
kleiner Elementarfehler sei, von welchen jeder einzelne mit 
derselben Walhrscheinlichkeit im positiven wie im negativen 
Sinne auf das Beobachtungsresultat einwirken kann. 

Man koénnte das analytische Resultat dieser Hypothese, 
ohne eine neue Untersuchung anzustellen, aus dem vorigen 
ableiten, wenn man bemerkt, dass in dem letzteren das Ge- 
setz der Elementarfehler nicht als solches, sondern nur 
mit der von ihm bedingten Grésse k” auftritt. Nennt man 
die Anzahl der bei einer Beobachtung zusammenwirkenden 
Fehlerursachen 2”, die Grésse eines Hlementarfehlers <, so 
ist der wahrscheinliche Wert seines Quadrates 


(hetee dae ao. 2 
hoa (=) (fe) a ee 


mithin das Gesetz des Gesamtfehlers z 
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Aber die Bedeutung der Hagen’schen Hypothese liegt 
gerade darin, dass sie eine elementare Behandlung zulisst 
und die KEntstehung eines Beobachtungsfehlers aus einer 
grossen Anzahl von Elementarfehlern durch einen sehr an- 
schaulichen Vergleich dem Verstiindnis nahe riickt. Daher 
erklirt sich auch die hiiufige Reproduktion der Hagen’ schen 
Ableitung in Schriften didaktischer Richtung. 

*) Grundztige der Wahrscheinlichkeitsrechnung; 1. Aufl. 1837, 
3. Aufl. 1882. Die exakte mathematische Darstellung riihrt von Encke 
her, Berl. Astron. Jahrb, 1853. — Der Gedanke, die Wahrscheinlich- 
keiten der verschiedenen Fehler durch die Koeffizienten der Entwick- 
lung eines Binoms darzustellen, findet sich schon bei Young vor: 


Remarks on the probabilities of error in physical observations etc., 
London Philosoph. Transact., 1819, pag. 70 flg. 
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Unter den obigen Annahmen ist niimlich die Entstehung 
eines Hehlers vergleichbar einem Wurfe mit 2” Wiirfeln*), 
deren jeder zwei mit —¢ und + é beschriebene Seiten hat 


und jeder dieser Seiten die Wahrscheinlichkeit S verleiht, 


nach obenhin zu fallen: die algebraische Summe der zum 
Vorschein gekommenen Betriige entspricht dem zusammen- 
gesetzten Fehler. Um die Wahrscheinlichkeit zu finden, dass 
dieser eine bestimmte Grésse 2me**) habe, hat man den 
Koeffizienten von ¢?”* in der Entwicklung von (¢—* + #*)?”, 
welcher die Anzahl der giinstigen Falle darstellt und mit wen. 
bezeichnet werden soll, durch die Anzahl 22” der méglichen 
Falle zu dividieren und erhilt 


U 
p(2me)2e = Te 


2n 


Nun ist 
(2n) ie 
U2me = (n ae m)!(n ay m)! 


und der grésste unter den Koeffizienten 


em! 
~— natn? 


Uy 

folglich 
Wome ie nin! F 
U  (n—m)!(n-+ m)! 


Wendet man auf diese Ausdriicke die Stirling’sche Formel 
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oder 
iE 
aS 1 1 139 ) 
— 2 ox as 650 
tl—V2nn *e (1 + ge + 28803 — Bisson8 + 
an, so ergibt sich einerseits 
1 1 5 


92n 
0 ey ias (1 — an + iaani + ioaent --) 


*) Die Voraussetzung einer geraden Anzahl von Fehlerursachen 
hat, ohne die Allgemeinheit zu beeintrachtigen, den Zweck, auch die 
Méglichkeit der Entstehung des Fehlers Null offen zu lassen, 

**) Die méglichen Werte des Gesamtfehlers bilden eine arith- 
metische Progression mit der Differenz 2¢ und den Endgliedern —2ne 
und -+ 2ne. 

Czuber, Theorie der Beobachtungsfehler. 6 


und andererseits 
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Es ist aber 
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=-1-(1-")= *4 554+ 554+- 
nm — Mm n n 2” 3 Nn 
n m m 1 m? 1 m? 
je (14 24+ SR - Sate 
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folglich 
: 1 Ser Fiat mr 1 me 1 mt mt 
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ferner 
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daher 
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= S 1 m? 1 m+n? 3 m* 
ere "(1+ 5 n> ey 2 “sg nt +) 

Mit wachsendem m nimmt dieses Verhiltnis sehr rasch 
ab, indem es sich der Null nahert, und verliert sein prakti- 
sches Interesse, sobald es sehr klein geworden ist; denn bei 
Kreignissen von sehr geringer relativer Wahrscheinlichkeit 
ist selbst in ausgedehnten Beobachtungsreihen an eine Ver- 
gleichung der Theorie mit der Erfahrung nicht zu denken. 
Man wird sich also fiir die Zwecke der Praxis auf jene Fille 
beschrinken diirfen, fiir welche 


Mae os 
amet 
keine betrichthche Zah] (héchstens = 3) ist. Mit dieser 


Abkiirzung ist 
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und wenn man w#, durch seinen oben angeschriebenen Wert 
ersetzt, 


2n 
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daraus ergibt sich schlesslich 
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Aber selbst fiir eme nur miassig grosse Anzahl von 
Fehlerursachen kann der letzte Faktor der Hinheit gleich 
geachtet werden, wenn man das, was oben iiber die Grésse 
von p bemerkt worden, beriicksichtigt. Um so mehr darf 
man also fiir eine sehr grosse Anzahl von Fehlerquellen 


m 


setzen. Bezeichnet man nun allgemein die Grosse des zu- 
sammengesetzten Fehlers 2me mit z, so wird 

il? peel Zor 
Prec 
in Ubereinstimmung mit dem oben angegebenen Resultat (1). 

Man kann diesem Ausdruck eine andere Form ver- 

leihen, wenn man den Maximalfehler H = 2ne einfiihrt, wo- 
durch 


gp(Z) = 


OD oe 
V2x2eH 

wird; darnach ist der wahrscheinliche Wert von 2? dar- 
gestellt durch das Produkt eH, wihrend der wahrscheinliche 


Wert des Quadrates des Elementarfehlers ¢? ist. 


37. Hine Ableitung des Fehlergesetzes, welche an dieser 
Stelle anzufiihren ist, weil sie der Hagen’schen insofern 
aihnlich ist, als sie sich ebenfalls auf das Problem der Wahr- 
scheinlichkeit wiederholter Versuche stiitzt, hat Tait*) ge- 
geben; doch thut seine Untersuchung einen Schritt weiter, 
indem sie nicht mehr bei allen Fehlerursachen die naémliche 
Wirkung voraussetzt, und unterscheidet sich auch im Ge- 
dankengange wesentlich von jener. Sie geht namlich nicht 
von der Thatsache aus, dass der Totalfehler die Summe der 
aus den einzelnen Ursachen entspringenden Hlementarfehler 
ist, ihr Ziel richtet sich vielmehr nach der Wahrschein- 


*) On the Law of Frequency of Error, Edinburgh Transact., XXIV, 
p. 139 fle. 


p(Z) = 


6* 
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lichkeit der Koexistenz eines bestimmten Totalfehlers mit 
den einzelnen Ursachen. 

Tait geht von der Annahme aus, dass der durch irgend 
eine Ursache veranlasste Fehler vergleichbar sei der Ab- 
weichung, welche das Ergebnis einer grossen Anzahl von 
Ziehungen aus einer weisse und schwarze Kugeln in be- 
stimmtem Verhaltnis enthaltenden Urne gegeniiber dem wahr- 
scheinlichsten Ziehungsergebnis aufweist. Seine Analyse ist 
eine Vereinfachuug derjenigen, welche Laplace*) auf das 
Problem der wiederholten Versuche anwendet. 

Kine Urne enthalte weisse und schwarze Kugeln in dem 
Verhaltnis p:q, wobei p+ q=—1 sein soll. Die Wahr- 
scheinlichkeit, in n = a + 6 Ziehungen, bei welchen die ge- 
zogene Kugel jedesmal zuriickgelegt und mit den andern ver- 
mengt wird, a weisse und # schwarze Kugeln zu ziehen, ist 


n! 
(1) ai pi Pods 
sie wird um so grésser, je naher das Verhiltnis a: 6 dem 
Verhaltnis p:g riickt. Sind n, a, B sehr grosse Zahlen, so 
. ° so 1 
kann, bis auf eine Grésse der Ordnung —-, a: 6 =p:¢q ge- 


macht werden, so dass der Maximalwert von (1) gleichkommt 


n! 


(2) (pny! gayi Pra": 
Der Quotient (1): (2), d. i. 
(3) Tat a a 


wird nun als das Gesetz der Abweichung « — pn, B — qn 
des beobachteten von dem wahrscheinlichsten Erfolg angesehen. 

Indem «—pn als das Maass des Fehlers jenes Er- 
folges betrachtet wird, hat man, diesen Fehler mit a be- 
zeichnet, 


(4) “— prn=ma, also B— qn=— ma 
zu setzen, wobei m eine Konstante bezeichnet; seine Wahr- 
scheinlichkeit y ist proportional dem Ausdruck (3), daher 


~— as (pn) (qn)! 7 MX y—MA 
Pir s oy eh (pies mx)! (qn — max)! Poa’ y 


*) Théorie analyt. des Probab., Il, art. 16. 
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Da n als eine sehr grosse Zahl vorausgesetzt wird, so 
kénnen die Faktoriellen mit Hilfe der Stirling’schen Forme] 
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niherungsweise dargestellt werden, und man erhilt, wenn 
vs 1 . a 
man Gréssen von der Ordnung > gleich unterdriickt, nach 


entsprechender Reduktion 
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Die logarithmische Entwicklung gibt 
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m? a” ( 1 1 ) 
re An? pe a ¢ of #5 
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beschrankt man sich auf Gréssen von der Ordnung —, so 


: “A Sie 
fallen, wenn mz eine Groésse der Ordnung ” ist, neben dem 
ersten alle tibrigen Glieder hinweg; wird mx von hoéherer 
Ordnung, dann wird die rechte Seite vermédge des ersten 


Gliedes eine sehr grosse negative Zahl und £ so klein, dass 


man fiir beide Falle 


” 2 


2npg 


setzen kann. Schreibt man fiir die positive Grdésse 


kurz h?, so folgt der Fehler dem Gesetze 


(5) y=ae”’, 


= eee 


Wenn mehrere Ursachen das Beobachtungsresultat be- 
einflussen, so ergibt sich fiir das Gesetz seines Fehlers die- 
selbe Form und zwar gleichgiltig, ob mit Riicksicht auf alle 
Fehlerquellen das wahrscheinlichste Resultat dasselbe ist 
oder nicht. Man denke sich ebenso viele Urnen als Fehler- 
ursachen, jede derselben weisse und schwarze Kugeln in be- 
kanntem Verhiltnis enthaltend; aus jeder wird eine grosse 
Anzahl Kugeln gezogen; es handelt sich um die Wahrschein- 
lichkeit, dass die Abweichungen der einzelnen Ziehungs- 
ergebnisse yon den wahrscheinlichsten Resultaten ein und 
demselben Gesamtfehler entsprechen. 
Hrzeugen die verschiedenen Ursachen, v. an der Zahl, 
dasselbe wahrscheinlichste Resultat, so ist seine Wahrschein- 
hehkeit 
A = 4,d_... 

und die Wahrscheinlichkeit eines Resultats mit dem Fehler z 
y = Ae #2, 

wobei H? =h? +h?2+---+h,?. 

Entspricht dagegen jeder Ursache ei anderer wahr- 

scheinlichster Wert, so tritt an die Stelle von (5) 

y= 1G eT 
so dass 7 = y den dieser Ursache zugehérigen wahrschein- 
lichsten Wert bedeutet, und bei dem Zusammenwirken aller 


Ursachen ergibt sich fiir einen Gesamtfehler x die Wahr- 
scheinlichkeit 


Y = A, Ag +++ Aye hy? (@ — 1)? — lig? (@— Yn)? — +> 2 — hy? (w@— yy)? : 
dies kann aber, wenn man bemerkt, dass 
? ? 


AP(e@— w+: +h — yp) 

= Wa —-PPthipePt-- + hey? — re 
mit den Abkiirzungen 

H=H=h?+---+h?, T= 
zunachst auf die Horm 

y = Acer? 

gebracht werden, wobei A =a, ... a,e~ (PvP Fo bly yy?) Fer 
und wahlt man wieder den wahrscheinlichsten Endwert 2 — I 


hy s+ + h,y, 
hi-e ph ? 


— Te 


= 8m 


als Ausganespunkt fiir die Zihlung der Fehler, so kommt x 
an die Stelle von # — I zu schreiben, so dass man wieder 
dieselbe Form 

(6) y = Ac 

hat wie vorhin. 

Die Deduktion wiire einfach und ungezwungen, wenn 
ihren Ausgangspunkt nicht eine Annahme bildete, zu deren 
Gunsten sich kaum etwas Gewichtiges anfiihren lisst, die 
Annahme nimlich, dass der aus einer Fehlerquelle hervor- 
eehende Fehler analog sei der Abweichung des Ergebnisses 
einer grossen Anzahl von Ziehungen weisser und schwarzer 
Kugeln von" dem wahrscheinlichsten Resultate. Die Un- 
stichhaltigkeit dieser Annahme zeigt sich darin, dass ver- 
moge derselben die Fehler aus jedweder Fehlerquelle dem 
speziellen durch die Exponentialgrésse charakterisierten Ge- 
setz folgen wiirden, und dies lasst sich mit den Thatsachen 
nicht vereinbaren; diesen Mangel teilt Tait’s Theorie mit 
der ersten Hypothese, welche bei allen Hlementarfehlern 
dasselbe Gesetz voraussetzt. Tait betrachtet den Umstand, 
dass das Endresultat unabhangig ist von der Anzahl der 
Ursachen, als ein gewichtiges Argument fiir die Korrektheit 
seiner Beweisfiihrung und iibersieht ginzlich, dass dieser 
Umstand in der Natur der Funktion e~”* und den Grund- 
lehren der Wahrscheinlichkeitsrechnung begriindet ist; es 
hatte die zum Ausgangspunkt genommene Analogie ebenso 
gut gleich fiir den Gesamtfehler aufgestellt werden kénnen 
statt erst fiir eine einzelne Fehlerursache. 

38. Zweite Hypothese. Der Fehler einer Beobachtung 
entstehe durch das Zusammenwirken einer grossen Anzahl 
von uwunabhangigen Fehlerursachen, welche nach beliebigen 
Gesetzen und zwischen beliebigen Grenzen wirken, jedoch so, 
dass gleich grosse positive und negative Fehler gleich haufig 
vorkommen und die wahrscheinlichen Werte der Quadrate der 
einzelnen Elementarfehler Gréssen von einerlei Ordnung sind. 

Diese Hypothese, welche der von Bessel*) entwickelten 


*) Untersuch. tiber die Wahrsch, der Beobachtungsfehler, 1838, 
Astron. Nachr., Bd. 15, Nr. 358— 359. 


so. Somes 


Theorie zu Grunde liegt, zeichnet sich der vorigen gegen- 
itiber durch einen hoheren Grad der Allgemeinheit aus in- 
sofern, als sie nicht gleiche Wirkungsweise, sondern nur 
gleiche relative Bedeutung der einzelnen Fehlerursachen 
voraussetzt. Sie schliesst also Falle aus, in welchen eine 
oder einige wenige Fehlerquellen die andern an Bedeutung 
derart iiberragen, dass sie allein bestimmend werden fiir das 
Gesetz des Gesamtfehlers. Solche Fille werden aber ins- 
besondere in der feineren Beobachtungskunst zu den Aus- 
nahmen gehoren. 

Hs seien 

LGW Somer eat 
die Elementarfehler, » an der Zahl, 
FO, FM, «+. an 
ihre Grenzen, 
P1(%1), Po(%2), +--+ Pn(%n) 
die Funktionen, welche das Gesetz ihrer relativen Haufigkeit 
darstellen, 
BSH, + hype: + Xn 

der Gesamtfehler. Dann ist (s. Gl. (2), Art. 33) das Gesetz 
des letzteren 


an 
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Ersetzt man zum Zwecke der Entwicklung die Exponential- 
‘gréssen durch die trigonometrischen Ausdriicke, so erkennt 
man bald, dass sich dieser Ausdruck vermége der Voraus- 
setzung ;(— x;) = (a) reduziert auf 


El a Be ee 3 
P(e) | | i y, (#,) cos Ox, da, | P(X) cos Oa, day... 
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Das Produkt der » in die Klammer eingeschlossenen Inte- 
grale werde Kiirze halber mit U bezeichnet. Ein einzelnes 
dieser Integrale gibt, wenn man den Cosinus in eine Reihe 
entwickelt und von den iiblichen Bezeichnungen 


¢ a; 


i a" p(xi)da, = h;", | eM; (4) da; = kh, 
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Dipea gael yee ACA ed Lal pa 
MDB NS) Bearer @ 
30 [hk 3] — 15[4" eV \ + [6%] 2, 
vie 720 OF i ang 


Hiernach ist 


Eerie tl a 3[h"2]— “IV 
vt fe os coseodo| 1— "LEAT gs 


24 


30[h'"*|—1 alk mrY |+[k"*] 
720 


+1, 


[k’] a 32 F 
eet re VO he ae (: 62? ae ) 
tem be pee gt oppeaane aa | Sete aes) 
fe e cosz@d@ cal e 3 — Ry = (e"? 
6 Se Py peg oes ~ 55 (15 — be vile eee ) 
: é cosZWa ~ ee é Val | (K a [hy ) 


*) Aus 


ao 
J 
Saye) 
y= fe Ove COS Rae 
poe) 


ergibt sich durch Differentiation in Bezug auf r 
' 


wo 

ad 3 niet ics 
ae ail ve ** sinrada 

—a 

(2) 
1 — ara? i lt eee 2 pam 
oc sin ra da} — xa a ee cosnada, 
—n 


aS) 
so dass y der linearen Differentialgleichung gentigt 


dy 
dr ter ie 


die Integration dieser letzteren liefert zunichst 


9 


7 


y= Oc” 4 a 
und die Konstante ergibt sich durch Anwendung auf den Fall 7 =0, so dass 
. — 
J 6 "cos rrde = Vie 


Durch vier- und sechsmalige Differentiation dieser Gleichung in Bezug 
auf + ergeben sich die weiteren Formeln 


i 


° 


Vx ae 

ay ee 4 eres 

wte—*” cos rada = D! ( ca) 
a 


Gs 
co > 
e — 7? 
eee ne 5 aes 
ake" * cos vada = — i 198 ( a) 
a 
100: 


Laplace, Théorie analyt. des Probab., I, art. 25, 


Vet 
. 


a I oe 
daher ist Sehhoeelich 
ven: FOIE ER forte eat eee 
P(e) Vente 2a[h"}? (3 [KJ eran) 


720[h | 


en rh’ s) IV VI Bg? Bt 6 
~~ 30 [k"*|—1s [ea] 4 [a (etre 


Das zweite und dritte Gled dieser Entwicklung erlangt 
seinen gréssten Wert fiir ¢—0, ihre Summe ist also fiir 
jeden anderen Wert von z kleiner als 


He) fice Peal aoe au 
V2m[k"] 8[h"}? 48 [hk iF 


Nun koénnen fiir jeden Klementarfehler die Gréssen 


Nya Sana tag Sees . 
Vk", VkIY, Vk¥E als von gleicher Ordnung angesehen werden, 
etwa von der Ordnung der Grésse x, und nach der in der 
Hypothese ausgesprochenen Voraussetzung sind auch die 
Gréssen k,”, ke’, ... ky” von einerlei Ordnung; mithin gehért 


[k”] zur Gréssenordnung nx" 
[he], [RY], » nH 
[2°], [KRY], [AY], ” nt 


das erste Glied des obigen Ausdruckes ist also von der Ord- 


3 
+ 


n~ n 
sehr grosse Zahl vorausgesetzt worden ist, so sind diese 
Glieder sehr klein, so dass man unter Vernachlissigung von 


1 : 1 } 
nung —, das zweite von der Ordnung -, und da n als eine 
2 


Gliedern der Ordnung : 


oe: 
2 


N 


und jeder héoheren 


i its 
-¢ 2K 


yen{k"| 


p (2) = 


setzen kann. 

Die Hypothese fiihrt also wie die vorige auf die nim- 
liche Exponentialfunktion, welche sich aus der Hypothese 
des arithmetischen Mittels ergeben hat. 


39. Dritte Hypothese. Der Fehler einer Beobachtung 
entstehe durch das Zusammenwirken einer sehr grossen An- 


23> 0 


zahl unabhingiger Fehlerquellen, deren jede, wenn sie allein 
wirkte, Fehler von sehr geringem Betrage hervorbrachte im 
Vergleich zu jenen, welche aus der Kombination aller tibrigen 
Ursachen hervorgehen. 

Nachdem diese Hypothese tiber das Gesetz der einzelnen 
EHlementarfehler keine weitere Voraussetzung trifft, ist sie 
umfassender als die beiden vorigen. Sie schliesst nicht 
allein alle Fehler von sehr kleiner Amplitude, sondern auch 
Fehler mit endlichem und selbst mit, unendlichem Gebiet ein, 
wenn sie nur in dem in Artikel 34 erérterten Sinne von 
geringer Bedeutung sind. Von diesem Gesichtspunkte aus 
kommt der folgenden von Crofton*) gegebenen Theorie 
ein hoher Grad von Allgemeinheit zu. 

Wir denken uns irgend einen der Elementarfehler als 
das Diminutiv eines Fehlers von endlicher Bedeutung, und 
es seien die wahrscheinlichen Werte der aufeinander folgenden 
Potenzen des letzteren 


so sind 
a epee ae, Leterngrr 
a k ) ne k ; ry k ; 


die entsprechenden Werte fiir den Elementarfehler, wobei 7 
eine sehr grosse Zahl vorstellt. Nun sind hk’, kh”, k’”, ... 
notwendig endliche Werte, folglich kann der wahrscheinliche 
Wert der dritten, vierten, ... Potenz des Hlementarfehlers 
dem wahrscheinlichen Werte seiner zweiten Potenz gegeniiber 
vernachlaissigt werden**), 


*) On the Proof of the Law of Errors of Observations. 1870, 
London Philos. Transact., 160, pag. 175 fig. 

**) Dieser Schluss darf auf den wahrscheinlichen Wert der zweiten 
Potenz gegentiber der ersten deshalb nicht angewendet werden, weil 
der Mittelwert der ersten Potenz als algebraische Summe einen sehr 
kleinen oder selbst den Wert Null haben kann, wihrend der Mittel- 
wert der zweiten Potenz als Summe von positiven Betriigen notwendig 
von Null verschieden und endlich ist. 

Ks ist wichtig zu bemerken, dass Fehler denkbar sind, welche 
trotz ihrer sehr geringen Bedeutung von der obigen Theorie aus- 
geschlossen werden mtissen, weil die gedachte Vernachliissigung nicht 


eS - 


In Gleichung (2), Art. 32 ist gezeigt worden, dass das 
Gesetz eines aus zwei Iehlern a, y, welche ihrer Wirkungsweise 
nach durch f(x), g(y) charakterisiert sind, zusammengesetzten 
Kehlers z durch 


9(@) =9(@) —k'g'(e) + © 9’) —Eng"@ + 


ausgedriickt werden kann, wobei hk’, k”, k’’, ... die Mittel- 
werte von 2, 2, x, ... sind. Versteht man also unter x 
einen der zahlreichen von emander unabhingigen Elementar- 
fehler und unter y das Ergebnis des Zusammenwirkens aller 
tibrigen, so kann man die rechte Seite dieser Gleichung auf 
die ersten Glieder beschriinken und das Gesetz des Gesamt- 
fehlers durch die Gleichung 


(2) = (2) — k’9’(e) + 49") 


darstellen. Man erkennt daraus, dass jeder Elementarfehler 
das Gesetz des Gesamtfehlers in einer Weise _beeinflusst, 
welche einzig und allein von dem Mittelwert seiner ersten 
und zweiten Potenz wesentlich abhangig ist, dass man also 
fiir den vorliegenden Zweck an die Stelle von f(a) irgend 
ein anderes Gesetz bringen kann, welches die Werte hk’, k” 
ungeandert lasst und gestattet, k’”, k1Y,... neben k” zu 


platzgreifen darf. Eine Fehlerquelle z. B., welche nur gelegentlich 
wirksam ist, erzeuge unter »-+ 1 Fallen einmal einen Fehler von be- 
stimmtem endlichen Betrage f; die wahrscheinlichen Werte der ersten, 
zweiten, dritten Potenz dieses Fehlers 
ie Nes le 
n+’ n+’ m+?’ 


sind, sofern » sehr gross, thatsichlich sehr klein, der Fehler an sich 


ie qe 
also von geringer Bedeutung. Und doch darf mae Actsie 
2 
neben par nicht vernachlassigt werden. Von der beschriebenen 


Art sind beispielsweise die durch grobe Irrung entstehenden Fehler. 
Indessen bedingt dies keine wesentliche Einschrankung der Allgemein- 
heit, da Fehler dieser Gattung zu wenig zahlreich sein dtirften im 
Vergleich zu der grossen Klasse von Fehlern, welche das im Texte 
geforderte oder behauptete Verhalten zeigen. 


=~ 455 


unterdriicken. Diesen Bedingungen entspricht aber die 
Funktion*) 


*) Denn es ist 


o (w—k oot 
To oe y 27S?) 
xf (x) dx dx 
J ie — aii 
—k')® 
Tews | ise BW g 
27 (k A 


weil das erste der beiden Integrale verschwindet und das zweite den 
Wert V2x(k" —k) hat. Ferner in ahnlicher Darstellung 


© Ps @—k'y 
Fea Tea eee i ne 
val V2nik” — kh’) \ i 
; oO 6@—k Ne ca (a —k’')? 
2K f xe Cm den ee MS ‘dah ak", 
Ss, es 


weil das erste Glied rechts den Wert k” —k’*, das zweite dem vorigen 
zufolge den Wert 2h’*, das dritte aber den Wert k’? hat. 
Weiter findet man auf ithnlichem Wege 


wo 


il x® f (0) da = k' (3k — 2k") 


(o') 


J xf (x) dan = 3h"? — 2h'4, 
es ; 

Werte, die im Vergleich zu k”, das von der Ordnung p ist, that- 
é eee al 
sichlich ausser Betracht kommen, weil sie von der Ordnung —, , a 

aan 


beziehungsweise sind. 

Zu bemerken ist noch, dass k’’— kh’? > 0 ist, weil der Mittelwert 
der Quadrate einer beliebigen Reihe von Zahlen das Quadrat ihres 
Mittelwerts an Grésse tibertrifft; denn es ist 


gh i a Aaa (oe oft es io 


n 


_(@—)? oe: ors (0) -} 


n* 


oF Ora oe 


i) % ms 0 es 
(1) f(a) = Yank” — kh) g ; 
Man kann daher die Elementarfehler 
Wy Uo y Xs y oe) 
aus welchen sich der Beobachtungsfehler z zusammensetzt 
und deren mittlere Werte, respective mittlere Quadrate 


, , ‘ 
ky, ky’, kis , 
“4 ida a” 
ky ’ ky yer ke ’ 
sein moégen, ersetzen durch Fehler, deren Hinfluss durch die 
Funktionen 
1 ea 1 iy Gataksy. 
2h” 4") Seema a e202" i?) 


SSE: ) ——— 


Vink,” —%,) 
$s: (3 — ky’)? 
@ 20s" —h) 


1 
charakterisiert ist. 

Suchen wir zunichst das Gesetz g,(z,) des aus den 
zwei ersten Klementarfehlern zusammengesetzten Fehlers. 
Setzt man zur Abkiirzung 

2(ky” — h,*) = 7, — 2(k,” — hy”) = @,?, 
so wird (s. Art. 31) 


ao 
© (v, — hy’ (@ — 2, — ky’)? 


oF oF da, 


1 
9, (4%) = 20, O, a 


== '60) 


und dies gibt nach Ausfiihrung der Integration *) 


*) Ordnet man den Exponenten nach Potenzen von #,, so wird 
wm 


(%1—hy’—h!)? VOP+OP | hy’ O2—hy! O,2+0,22,\" 
5 @O,0,  ~* 0,0, VO2--0,2 
1Fo 7-0, ax, : 


und setzt man weg: 
V0,2+0," fs Ti’ Oy? ra ky’ O,” + 0,74, 
0, ®, i 0, 0, V0,” a Ol 
so ergibt sich © 


1 = hy! —hy'P a {2 
oe aan toe Bee Se O,?+- 0,7 mae i 
9 (41) = 5 * : é G 
ay O?+ O,* 5 


300. 


und schliesslich 
(2 — hy" — he! 


1 = 6. O24 ©,” 


Vx? +89 


GP, (4) 


(4, —hy! — hg)? 
1 Tee 
D en O,? + On* 
®) vile) ~ VO OS) 
Kommt der dritte Fehler x, hinzu, so ergibt sich fiir 
% = 24, +4, +2, das Gesetz 
9 1 
: 4) = —= oa 
2) PNB) 6 FORE By 
Demnach ist das Gesetz des Gesamtfehlers z 
Clare yaa roa 
pee ee @ OPFOR 
) 30} 4 Oy =) 


d. i. wenn man fiir die @ ihre Werte wieder einfiihrt, 
1 


(2—{k')) 
4 C7) = 
( ) @) V2x((k'"| — [k’*]) ; 


2k — lk?) | 
Wenn positive und negative Fehler mit gleicher Wahr- 
scheinlichkeit hervorgebracht werden kénnen, was in den 


(Z2— hy! —khk,! —hs')° 


acs Os aC ts 


Fallen, wo konstante und systematische Fehler beseitigt sind, 
wenigstens niiherungsweise zutreffen wird, so ist [k’] = 0, 
und man kommt wieder auf das von Bessel gefundene 
Resultat 


zurtick. 

Durch diese Analyse ist also mit den wenigsten Hin- 
schrinkungen die Exponentialfunktion als eine Grenzform 
fiir das Gesetz der Beobachtungsfehler nachgewiesen; gegen- 
tiber den friiheren Ableitungen lisst sich ihr allerdings der 
Vorwurf nicht ersparen, dass sie das Exponentialgesetz ge- 
wissermaassen vorwegnimmt. 

Fiir den wahrscheinlichen Wert A’ von ¢ ergibt sich 
auf Grund der Entwicklungen der Note pag. 94 

Ji uae 
fiir den wahrscheinlichen Wert AK” von 2? 
K" = [k"] — (k) + WP, 
und diese Resultate gibt auch die direkte Rechnung. Be- 


zeichnet man namlich den Mittelwert einer Grosse w mit 
M(w)*), so folgt aus 


*) Diese Bezeichnung soll auch in der Folge beibehalten werden. 


A 
@== mH, +X, + & +s, 


dass 
ae M(z) = M(a,) + M(x) + M(a;) - 
eet 
Kes (k } 
und aus 


P= t aw +---+ 2a,a, + 2,4, +--- 

ergibt sich 

M (2) = M(«,) + M(a,? ) ae + (M (a) M(a’)| GS7’) 
=[M(a*)] + (M@)P — (Wea), 


Ke” = [k") + [h’P — [kh]. 

40. Crofton hat das obige Resultat noch auf einem 
andern Wege*) abgeleitet, welchen wir, da er analytisch 
bemerkenswert ist und den Nachweis, dass beliebig viele 
Fehler von der Form (1), Art. 39, sich zu einem Gesamtfehler 
von derselben Form vereinigen, entbehrlich macht, in Kiirze 
andeuten wollen. 

Wir denken uns die simtlichen Elementarfehler 7,, %,... 
nach und nach mit einem beliebigen Fehler x, welchen die 
Funktion g(a) charakterisieren mége, verbunden; bedienen 
wir uns dabei fiir g’(”), g”(#) der Cauchy’schen Symbole 
Dg(x), D’g(x), so kann das Gesetz von z, =, + % sym- 
bolisch durch 


g(%)=(1 Sy Wier es D*) 9(), 
weiter das Gesetz von 2 —w4, + a, + 4% durch 
hig” 5 
P2(%2) = (1 = yD. Ht, =D) P; (42) 
Sir Sone aes nig 


u. 8. w., endlich das Gesetaz des Fehlers 2a, -++4,-+4,-++--+4 
durch 


o(e)=(1—hy D+, p*)(1-2, D4 D*)(1-hy D4 D*)...9(2) 


Ole al, 


Ie,” 


*) Hine dritte Ableitung gab er in der Encycl. Britannica, Art. 
Probability, pag. 781. 


Czuber, Thoorie der Beobachtungsfehler, 7 


OSes 


dargestellt werden. Beschrankt man sich bei der Entwick- 
lung dieses symbolischen Ausdruckes auf Glieder von der 
Ordnung k” einschliesslich, so kann 


1 
—k' D+— (k" —h) D? 


1—-kD+" Dae 


und daher 
uf 
—[k'D+F(k— Lk) D® 


plz) =e y (2) 
gesetzt werden; weil aber ‘ 
1 , 1 112 9 1 142 2 / 
eID g (2) = (1 — [KD +5 [h' PD?— 15 [kh PD +---) g(e) 
= g(2— [h'}) 
ist, so ist 
L 
; = (tk —[k'2)) D* : 
p(Z) =e g(@ — [k’)). 
Hs ist nun noch die Wahl von g(«) zu treffen; nimmt man 
g(t) = Ove iat) 


so wird 
1 SP = (2—[k'])? 
Bn i ED Stes 


NO 


Die endgiltige Formulierung dieses Ausdruckes setzt nun 
die Auswertung eines symbolischen Ausdrucks von der all- 
gemeinen Form 

U == et e—o? 
voraus. Differentiiert man eimmal in Bezug auf a, dann in 
Bezug auf b, so ergibt sich 


Ou aie: A arse : : 
oF = etd BCS — et (Ab? y? ES ae 2b)e=>? 
Ou 9 2 2 
Pe yet? eo? 
0b 


und daraus durch Elimination der Glieder in v” die lineare 
partielle Differentialgleichung 


Ou » Ow 
oe Eo eee) 
aq mit? as 2bu. 
Ihre Hilfsgleichungen 
db du 
da 40° 2bw 


eS Our 
geben die beiden unabhiingigen Integrale ; 
1 =. 
4a+>=0C, uV~ob=C, 
woraus das allgemeine Integral 
1 
ee ee As 1 
i =='b F(4a+ 1+) 


folgt. Die willkiirliche ynktion /' kann hier an der Hand 
des besonderen Falles a = O festgestellt werden, fiir welchen 


u =e” ist; man hat in Folge dessen 
1 
1 9 
: Ely) b eit 
und 
we CE 
—— eae ae e 4ab-+1 
V4ab+1 


Wenn man diese Formel auf den oben gefundenen Aus- 
druck fiir m(z) anwendet, so kommt 
(2—[k'])? 


1 e Bee) 
V2m([k""] — [k’*] + ©°) 

Der willktirliche Fehler w aber, mit welchem die Hle- 
mentarfehler verbunden worden sind, kann so geringfiigig 
gewahlt werden, als man will; mithin kann man @ so klein 
sich denken, dass @? neben den endlichen Summen [hk], [k’?] 
vernachlissigt werden darf, und kommt dadurch wieder auf 
den friiheren Ausdruck zuriick. Zur Zulassigkeit der Wahl 
von g(x) ist allerdings erforderlich, dass die Ableitungen 
g(a), g(a), ... nicht unendlich werden, damit die Knt- 
wwicklung auf die drei ersten Glieder beschrankt werden 
darf; dieses Erfordernis ist aber bei der oben gewahlten 
Funktion erfiillt. 


p(2Z) = 


§ 6. Das Fehlergesetz auf Grund verschiedener Annahmen. 


41. Wenn unter den bisher vorgefiihrten Ableitungen 
des Feblergesetzes die erste, von Gauss herriihrende, welche 
auf die Hypothese des arithmetischen Mittels sich stiitzt, 
durch grosse Hinfachkeit und Klarheit der Schliisse sich 

Tose 
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auszeichnet, so muss den andern, welche von der Annahme 
ausgehen, dass ein Beobachtungsfehler aus dem Zusammen- 
wirken einer sehr grossen Anzahl unabhingiger Ursachen 
hervorgehe, der Vorzug eingeraumt werden, dass sie auf die 
Natur der Fehler sich einlassen; ihr wissenschaftlicher Wert 
ist hoher anzuschlagen. Die eben ausgesprochene Annahme 
bezeichnet ohne Zweifel die natiirlichste und richtigste An- 
sicht iiber die Entstehung der Fehler und scheint, wie 
Glaisher bemerkt, alles einzuschliessen, was man tiber deren 
Natur mit einiger Anniherung an die Gewissheit behaupten 
kann. : 

Die in zweiter Reihe erwahnten Ableitungen bieten zu- 
gleich einen Einblick in die Bedingungen, unter welchen man 
erwarten kann, dass die einer Reihe von Beobachtungen an- 
haftenden Fehler dem Exponentialgesetze folgen. Umgekehrt 
gestattet die Ubereinstimmung der Fehler einer Reihe unter 
anscheinend gleichen Umstinden angestellter Beobachtungen 
mit diesem Gesetze den Schluss, dass jene Bedingungen er- 
fillt waren. 

Anderer Art sind die Ableitungen, mit welchen wir uns 
jetzt beschiiftigen werden; sie gehen von Annahmen aus, die 
mitunter mit dem zur Frage stehenden Gegenstande in keinem 
Zusammenhange stehen. Nichtsdestoweniger bieten sie mannig- 
faches Interesse, teils vom historischen Standpunkte aus, teils 
deshalb, weil sie bemerkenswerte Higenschaften des Fehler- 
gesetzes aufdecken. 

42. In einer kurzen Notiz*) berichtet Abbe iiber die 
Herleitung eines Fehlergesetzes, das im Wesentlichen mit 
dem Gauss’schen iibereinstimmt und 1808, also vor der 
Theoria motus corp. coel., von Adrain in Neubraunschweig 
(New Jersey) veréffentlicht worden ist**). Der folgenden 
Darstellung des bemerkenswerten Versuchs liegen ausser der 


*) Historical Note on the Method of Least Squares, Americ. 
Journ. of Science and Arts, I, (1871), pag. 411 fle. : 

**) Research concerning the probabilities of the errors which 
happen in making observations, in dem von Adrain selbst heraus- 
gegebenen amerikanischen Journal The Analyst or Mathem. Museum, 
I, pag. 93 flg. — Uber einen zweiten Beweis Adrain’s s. Art. 155. 
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erwihnten Notiz die beziiglichen Ausftthrungen Glaisher’s*) 
zu Grunde. 

Angenommen, AB sei der wahre Wert irgend einer 
Grosse, fiir welche durch Messung Ab erhalten wurde, so 
dass Bb der Fehler ist; welches ist der Ausdruck fiir die 
Wahrscheinlichkeit, dass bei der Messung von AB der 
Fehler Bb begangen wurde? 

So die Fragestellung. Die Lésung geschieht wie folet. 
»His seien AB, BC, ... aufeinander folgende Entfernungen, 
deren durch Messung gefundene Werte Ab, bc... sind, so 
dass Ce den Gesamtfehler darstellt; werden nun die Mes- 
sungen Ab, bc, ... als gegeben betrachtet, ebenso der Ge- 
samtfehler Ce, so wird als selbstverstandliches Prinzip an- 
genommen, dass die wahrscheinlichsten Werte von AB, BC 
proportional sind den Messungen Ab, be, und dass daher 
die AB, BC betreffenden Fehler proportional sind diesen 
Liingen oder den Messungsergebnissen Ab, bc**). Wenn man 
daher die Werte von AB, BC oder von Ab, be bezeichnet 
mit a, 6b, den Gesamtfehler Cc mit H, und die Fehler der 
Messungen Ab, bc mit x, y, so muss man mit grosster Wahr- 


scheinlichkeit die Gleichung haben: < = fu 


Hs sei g(a, #) der Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit, 
dass in der Messung einer Entfernung a der Fehler % sich 
ereigne; dann ist die Wahrscheinlichkeit des Hintreffens der 
Fehler ~, y in der Messung der Entfernungen a, b das 
Produkt (a, x)p(b, y). Sollen nun die Werte von x und y 
aus den Beziehungen 


aty=H 
y(a, x) p(b, y) ein Maximum 


*) Memoirs of the R. Astron. Soc., XXXIX, pag. 76 fle. 


**) Diese Annahme scheint Adrain aus der seiner Untersuchung 
an der citierten Stelle vorausgehenden Lésung einer Preisfrage ent- 
lehnt zu haben, welche verlangt, aus den gemessenen Seiten und 
Winkeln eines polygonalen Grundstiickes seine Fliche zu berechnen 
‘und die wahrscheinlichste Annahme tber ihren Fehler zu 
machen. Die Preisfrage ist von Patterson gestellt, und ihre eben 
erwihnte Liésung gab Bowditch. 


— 102 — 


bestimmt werden, so muss dies offenbar zu der Gleichung 
eee Ds 
a b 

fiihren. Sollten, wie Adrain bemerkt, mehrere Formen von 

g(a, x) und o(b, y) dieser Forderung geniigen, so wird man 

die einfachste unter ihnen wihlen als diejenige, welcher die 

grésste Wahrscheinlichkeit zukommt. 

Damit g(a, x)p(b,y) in Bezug auf x, y ein Maximum 
werde unter gleichzeitiger Hrfiillung der Bedingung «+ y—E, 
muss 


g(a, &) gp (0, Y) a 
36,8) Ge ae 


dz +dy=0 
sein, woraus man die Gleichung 
@ (a, @) _ (by) 
y (a, 2) p(, y) 


folgert. 
Adrain schliesst nun, dass diese Gleichung auf die ein- 


fachst mégliche Art mit = = a iquivalent werde, wenn man 
p (a, 2) __ ma yp (b, y) __ my 
p (a, 2) a? g(b,y) 

setzt, wobei m eine Konstante bedeutet. THieraus ergiebt 


sich durch Integration 


p(a, i) a e ae 
wobei ¢ eine neue Konstante bezeichnet. Adrain bemerkt 
noch, dass m negativ sein miisse und dass bei entsprechen- 
der Wahl der Konstanten y = e—” die einfachste Form sei, 
welche die Natur der Wahrscheinlichkeitskurve ausdriickt. 
Zwei gewichtige Hinwainde werden von Glaisher gegen 
diese Deduktion erhoben. Einmal ist die Annahme, dass 


fiir die wahrscheinlichsten Betriige von w, y die Gleichung 


= = 3 bestehen miisse, véllig willkiirlich, und man kann 


Falle nachweisen, wo sie nicht zutrifft*). Zum zweiten kann 
aus der Forderung, dass die Gleichungen 


*) Bei der Winkelmessung ist der Fehler im allgemeinen un- 
abhiingig von der Grésse des Winkels, bei Liingenmessungen ist er, 
sofern systematische Hinfltisse nicht vorkommen, der Quadratwurzel 
aus der gemessenen Liinge proportional, 


i rs 


See a 


SUG eA), ¥) BS ky 
pla, %) (db, y) Ree 

iquivalent sein sollen, nur der Schluss 
A al Aa eae gl 
p(a,ay VG) by) EN 

gezogen werden, wobei J’ eine willkiirliche Funktion be- 


zeichnet. Hieraus wiirde als Lésung 


pia, a) —|4(7)}" 


w\ dz 
: - x . 
sich ergeben (wenn const. € OES ws 1(“) gesetzt wird), 
a 


aus welcher nur die Art und Weise, in welcher x und a 
in m mit efnander verbunden sind, hervorgeht. Die Ge- 
winnung eines Ausdruckes fiir g(a, xv) macht eine spezielle 
Annahme fiir J notwendig; um aut e~”*” zu kommen, 


braucht man aber nur fiir F i) eine dem 2 proportionale 


Grésse zu nehmen, und man kommt daher zu dem von 
Adrain gefundenen Resultat auch dann, wenn man an die 


Stelle der Gleichung “ = £ setzt FO = 7). Diese Glei- 


chung aber, welche nur ausdriickt, dass die wahrscheinlichsten 
Werte der Fehler ~, y irgendwie von den gemessenen Lingen 
abhingen, kann mit den Thatsachen ganz wohl vereinbart 
werden; darin liegt der Grund, warum trotz der verfehlten 
Voraussetzung und der nicht gentigend strengen Schliisse ein 
im Wesen richtiges Resultat erhalten wurde. 

43. Eine Ableitung des Fehlergesetzes, die nicht nur 
vermége ihrer Hinfachheit, sondern insbesondere deshalb 
einiges Interesse beansprucht, weil sie sich auf Betrachtungen 
stiitzt, welche der Natur des Gegenstandes fremd sind und mit 
der Raumanschauung eng zusammenhingen, hat Herschel 
bei Gelegenheit einer Besprechung von Quetelet’s Lettres 
sur la Théorie des Probabilités gegeben*). Die Voraus- 

1) Edinburgh Review for 1850. — Die Ableitung hat auch in 
einigen Lehrbiichern Aufnahme gefunden, so in Thomson und Tait’s 
Handbuch der theor. Phys. (deutsch von Helmholtz u. Wertheim), 
I, 1, pag. 853 und in Natani’s kleiner Schrift: Methode der kleinsten 


Quadrate, pag. 11flg. Aus ersterer Schrift ist sie ausztiglich mit- 
geteilt von Schlémilch, Zeitschr. f. Math. u. Phys., 17, pag. 87. 


Mabe is 


setzungen, auf welchen die Ableitung beruht, sind Gegen- 
stand mehrfacher, einander zum Teil widersprechender Kritik 
geworden*), Herschel hatte eine nicht ganz strenge, mehr 
populire Form gewahlt; die genaue Darstellung ist Ellis 
(s. u.) zu verdanken. 

Hin Stein wird aus einer Héhe geworfen in der Ab- 
sicht, eine gegebene Marke zu treffen. Die Abweichung von 
dieser Marke ist der begangene Fehler. 

Die erste Annahme besteht darin, dass-die Wahrschein- 
lichkeit eines Fehlers nur abhingig sei von seiner Grdésse | 
und nicht auch von der Richtung; damit ist zugleich aus- 
gesprochen, dass positive und negative Fehler derselben 
Grésse in ein und der namlichen durch die Marke gehenden 
Geraden gleich wahrscheinlich sind. Bezeichnet demnach r 
die Grésse des Fehlers, so ist seine Wahrscheinlichkeit pro- 
portional einer geraden Funktion von r, etwa f(r”). 

Dies allein reicht aber zur Bestimmung von f nicht aus. 
Es wird nun die folgende zweite Annahme gemacht. Denkt 
man sich durch die Marke O in der Ebene, auf welcher sie 
angebracht ist, ein rechtwinkliges Axenpaar XOY gelegt, 
und sind w, y die Koordimaten des Punktes, in welchem 
der Stein auffallt, so kann seine Abweichung 7 betrachtet 
werden als ein zusammengesetztes Hreignis, bestehend in dem 
Zusammentrefien der von einander unabhangigen Ab- 
weichungen xz, y in Richtung der Axen X, Y. 

Die Richtigkeit dieser Annahme zugegeben stellt f(#)da 
die Wahrscheinlichkeit emer zwischen den Grenzen a und 
«x + da liegenden Abweichung parallel zur X-Axe, f(y*)dy 
die Wabrscheinlichkeit einer Abweichung parallel zur Y-Axe 
im Betrage von y bis y + dy, und f(x”) f(y?)dxzdy die Wahr- 
scheinlichkeit dar, dass der Stein die Ebene innerhalb des 
Rechtecks dady treffen werde, dessen dem Ursprung zu- 
nachst liegende Ecke die Koordinaten x, y hat. Da nun alle 
Abweichungen gleicher Grésse dieselbe Wahrscheinlichkeit 


*) Ellis, London Philos. Magaz., XXXVII, pag. 321 flg. — 
Boole, Edinburgh Transact., XX1, pag. 627 flg. — Glaisher, Mem. 
of the R. Astron, Soc., XXXIX, pag. 112 fle. — Donkin, London 
Philos. Magaz., II (1852), pag. 55 flg. 
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besitzen, so bleibt dieser Ausdruck so lange unveriindert, 
als vw + y? es bleibt. Denkt man sich also das Rechteck 
so gelegt, dass seine der Marke O zuniichstliegende Ecke die 
Koordinaten 0, Ya? + y® hat, so nimmt die darauf beziie- 
liche Wahrscheinlichkeit den Ausdruck /(0)f(x? + y*)dady 
an, und zur Bestimmung der unbekannten Funktion f ergibt 
sich die Gleichung 
Fe )PYY = FO) + y?). 
Differentiiert man dieselbe partiell in Bezug auf 2’, dann in 
Bezug auf y’, so erhalt man mit Berufung auf einen be- 
kannten Satz, 
fo @ PY") = fe Y)P@)» 
woraus weiter 
fye(@*) —— fya(y*) 
Ra) gale toes 
folgt, wenn m eine Konstante bezeichnet. Die Integration gibt 
Tie ye ene 
Da der Wert von x zwischen den Grenzen — oo und + co 
notwendig liegen muss, so ist 


Af om*do—1, 


die Konstante m muss daher negativ sein; wir setzen 


m = —/h? und finden A = = so dass schliesslich 
ww 7 


WG pombe ae 
fe) ve € ; 


Die Annahme aber, auf welcher der Ansatz der zur Be- 

stimmung von f fiihrenden Gleichung 
fe )FY") = FO) Fe + ¥*) 

beruht, lisst sich nicht rechtfertigen. Die Wahrscheinlich- 
keit ftir das Zusammentreffen zweier Hreignisse ist nur dann 
dem Produkte ihrer einfachen Wahrscheinlichkeiten gleich, 
wenn die Hreignisse von einander unabhangig sind. Es miisste 
also, um die Berechtigung jener Gleichung darzuthun, der 
Beweis geliefert werden, dass die relative Wahrscheinlichkeit 
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einer Abweichung y parallel zur Y-Axe dieselbe bleibt, 
welchen Wert auch die Abweichung 2 in der andern Axen- 
richtung haben mége; hieftir ist aber kein Anhalt vorhanden, 
weder bei einem rechtwinkligen noch bei einem schief- 
winkligen Axenkreuz; die unmittelbare Anschauung spricht 
vielmehr dagegen*). 


Aber auch dann, wenn man die Stichhaltigkeit jener 


Annahme zugeben wollte, bliebe immer noch die Frage offen, 
ob die Funktion f das Gesetz jeglicher Art von Beobach- 
tungsfehlern darstelle. Herschel erledigt diese Frage da- 
durch, dass er die Behauptung aufstellt, ,das Gesetz mtisse 
ein alleemeines, auf alle Falle gleich anwendbares sein, weil 
die Ursachen der Fehler in allen Fallen gleich unbekannt 
sind“, Hierzu bemerkt Ellis sehr treffend, dass erstens 
unsere Unkenntnis der Fehlerursachen nicht so gross sei, 
dass wir aber sehr guten Grund hitten anzunehmen, sie 
wirkten in verschiedenen Gattungen von Beobachtungen ver- 
schieden, und zweitens, dass die véllige Unkenntnis keinen 
Grund abgeben kénne’ zu was immer fiir einer Folgerung. 
Aus nichts kann nichts abgeleitet werden. 

Ellis hat tibrigens zur Widerlegung der Behauptung, 
das Gesetz der Fehler sei ein allgemeines, den vorliegenden 
besonderen Fall selbst beniitzt. Um die Wahrscheinlich- 
keit einer zwischen den Grenzen + und r + dr eingeschlos- 


senen Totalabweichung zu erhalten, hat man den Ausdruck 


h? 2 (mp2 2 : ae 
— e—”@+) dx dy, welcher die auf das Flichenelement da dy 


beziigliche Wahrscheinlichkeit darstellt, auf dem Gebiete 
r<Voer+ty<r+tdr wu integrieren. Dies gibt, wenn 
man Polarkoordinaten einfiihrt, 


2 
h? Dee a 
ee rrdr f dy, 
0 


d. i. 2h?e~”" rdr. Wihrend also die Abweichung parallel 

*) Bertrand fiihrt den Fall als Illustration der falschen An- 
wendung des im Texte angeftihrten Fundamentalsatzes der Wabhr- 
scheinlichkeitsrechnung an, Calc, des Probab. pag. 29 und Comptes 
rendus, CVI, pag. 232. 


te 


= hr 


. h fe 2 
zu einer der Axen dem Gesetz —— e~’** unterworfen ist, 
“4 


befolgt die Abweichung von der Marke ein ganz anderes Ge- 
setz, nimlich 2h?e—”"r. 

Boole, welcher die Herschel’sche Ableitung verteidigt 
hat und in ihrem Resultat eine deutliche Bestiitigung der 
harmonischen Beziehungen erblicken wollte, welche so ganz 
verschiedene Gebiete unseres Denkens mit einander verbinden, 
fihrt u. a. das Folgende ,als eine bemerkenswerte Be- 
stitigune“ der Richtigkeit des Resultates an. Die Wahr- 
scheinlichkeit, dass der Stein die Ebene in dem Rechtecke 
dxdy, das an den Punkt a, y als Eckpunkt sich anschliesst, 


2 
treffen werde, ist 2 e—P@' +H") dx dy; die Wahrscheinlichkeit, 
dass er die Ebene irgendwo im Abstande wz bis w +- da 
von der Y-Axe erreiche, muss sich hieraus durch Integration 


in Bezug auf y zwischen den Grenzen — co und + o er- 
geben. Da nun diese Wahrscheinlichkeit gleich gefunden 


+ MIG : sf 
worden ist —— e~”* dz, so miisste . 
Vz 


ss n* — h (0? yy jae h — h? ae? 5 
fae ( +99 da) dy = 7-6 dx 
sein, und dies ist in der That der Fall. Es ist aber auch 
ganz selbstverstiindlich; denn die Funktion f ist derart be- 
stimmt worden, dass sie der Bedingung 


[rede =a] 


Geniige leiste, und daraus folgt mit Notwendigkeit 
Lf lf@)an) fay = Fede. 

Herschel hat gelegentlich seiner in Rede stehenden 
Arbeit behauptet, wenn man gegen eine an einer Wand be- 
festigte Marke Schiisse abfeuert (oder einen Stein wirft) in 
der Absicht, die Marke zu treffen, so ergebe sich nach Ent- 
fernung der Marke deren wahrscheinlichste Lage als Schwer- 


=~ (0s 


punkt des Systems der Treffpunkte. Ellis, in Folge einer 
irrigen Schlussweise*), widersprach erst dieser Behauptung, 
erkannte aber spater ihre Richtigkeit an**). Hine sehr 
klare Darlegung dieses Satzes hat Glaisher gegeben. Ks 
seien A,, A,,.-.A, die Treffpunkte, 7,,7,,...% ihre Hnt- 
fernungen von der Marke O. Man denke sich um jeden der 
Punkte A eine sehr kleine Flaiche « beschrieben. Alsdann 
ist a priori die Wahrscheinlichkeit, dass m Schtisse oder 
Wiirfe die Wand in den bezeichneten Punkten treffen, 


\ 


(Ey ee ertrto tram, 
TT 


folglich die Wahrscheinlichkeit a posteriori, dass O die 
Marke war, wenn die Wand in den Punkten A,, A,,... A, 
wirklich getroffen wurde, proportional e~”(°+7™’+""-+7,*) und 
am gréssten, wenn 7,7 + 7,? +----+ 7,7 ein Minimum; diese 
Beziehung charakterisiert aber thatsichlich den Schwerpunkt 
des Systems A,, A,,... An. 

44, In einer Abhandlung, welche gewisse Analogieen 
zwischen wahrscheinlichkeitstheoretischen Untersuchungen 
einerseits und statischen andererseits zum Gegenstande hat, 
ist von Donkin***) eine Ableitung des Fehlergesetzes ge- 
geben worden, welche, wenn sie auf grosse Beweiskraft auch 
keinen Anspruch erheben kann, in mehrfacher Hinsicht der 
Beachtung wiirdig ist. Donkin’s Schlussweise ist im Wesen 
die folgende. 

Wenn zwei Beobachtungen fiir eine unbekannte Grosse x 
die Werte a und 0 ergeben haben, und es liegt kein Grund 


*) Er betrachtet 2h2¢—”” rdr als Wahrscheinlichkeit a priori 
einer bestimmten Lage des Treffpunktes im Abstande x von der Marke; 
dann allerdings wire die wahrscheinlichste Lage von O diejenige, 
ftir welche 


— 2-2 Pa) lien | =m . 
amie Sans eau ENC Sy gh +7, ein Maximum, 


also verschieden vom Schwerpunkt. Aber 2h2¢~’’” rdr ist, wie aus 
der Ableitung dieses Ausdrucks hervorgeht, nicht die Wahrscheinlich- 
keit einer bestimmten, sondern die irgend einer Lage des Treff- 
punktes im Abstande * von O. 

me) Ic. pag, 462. 

*) Quarterly Journ., [, pag. 152 fig. 


———— 
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vor in den einen mehr Vertrauen zu setzen als in den andern, 
dann ist, so lange keine neuen Aufschliisse vorliegen, offen- 


b ee & ; : 
bar —— der wahrscheinlichste Wert von 4, weil kein 


Grund vorhanden ist emen Wert als solchen anzunehmen, 
welcher einem der Werte a,b niiher liegt als dem andern. 
Beide Beobachtungen werden als in jedem Betracht von 
gleicher Art vorausgesetzt; wenn daher g(a —a)dx die von 
der ersten Beobachtung herriihrende Wahrscheinlichkeit be- 
deutet, dass der wahre Wert von 2 zwischen # und 2+ da 
liege, so wird »(w — b)dax die entsprechende auf die zweite 
Beobachtung geegriindete Wahrscheinlichkeit sein. Daraus folgt 
Cy(a — a)g(a — b)dx 
als Ausdruck fiir die aus den vereinigten Beobachtungen ab- 
geleitete Wahrscheinlichkeit. C bedeutet eine Konstante, 
deren Wert sich daraus ergibt, dass das Integral des obigen 
Ausdrucks, zwischen den Grenzen von # genommen, der Hin- 


heit gleichkommen muss. 
Da andererseits der wahrscheinlichste aus den vereinigten 


b : 
— sein 


Beobachtungen abgeleitete Wert von « gleich “ 


muss, ,,so erscheint es als eine natiirliche und einleuchtende 
Annahme (ich gebe nicht vor, dass es keine Annahme sei), 
dass die Wahrscheinlichkeit, x liege zwischen 4% 
und «+ dz, ausdriickbar sein miisse in der Form 
a+b 
ae, 


ee 
so dass ; 
DY) 
(1) C(x — a)9 (4 —b) = x(a —“F*). 
Setzt man, um auf Grund dieser Annahme die Form 
von g herzustellen, b =a, so wird 


u(4 — a) = C' {pe — a)}, 
weil die Konstante fiir diese Annahme nicht denselben Wert 
haben muss wie vorhin. Hiermit wird aus (1), wenn /: eine 
neue Konstante bezeichnet, 


p(x — a)y(a — b) = i { (a ey 
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Durch logarithmische Differentiation und wenn man zur Ab- 


kiirzung ae = 7¥(¢) setzt, ergibt sich daraus 
pt b 
v(a — a) + o(a — Db) = 20 (a ees ) 
und mit der Annahme b = — a 


w(a — a) + p(a% + a) = 2y (2). 
Diese Gleichung erfordert aber, dass ~” (#) (und jeder héhere 
Differentialquotient gerader Ordnung) fiir alle Werte von x 
verschwinde; folglich ist p(w) = A + Ba und daher 


1 
Ag Ba 


p(x) = Ce 
Aus der Grundbedingung aber, dass m(x) ein Maximum 
werden soll fiir  —0, folet A =O, und aus 


if e@ax | 


—o 


schliesst man, dass B negativ sein muss (B = — 2h’) und 
dass 0=—-. Damit ergibt sich 
A 
(2) p(t) = eH, 
Vu . 


Anschliessend hieran macht Donkin die Bemerkung, 
das Ausserste, was durch solch einen Prozess erlangt werden 
kann, bestehe nicht darin, dass das unbekannte Fehlergesetz 
wirklich durch eine Funktion von der gefundenen Form 
ausgedriickt ist, sondern dass bei unbekannt bleibendem 
Gesetz das wahrscheinlichste Resultat erhalten wird, indem 
man so vorgeht, als ob man wiisste, dass jenes die fragliche 
Form besitze. Hs ist nicht zu erkennen, welcher Unterschied 
zwischen diesen zwei Deutungen dem Wesen nach bestehen 
soll, und auch der zur Hrliuterung gegebene Vergleich macht 
ihn nicht klar, weil er sich mit dem vorliegenden Falle nicht 
deckt. Donkin bemerkt niaimlich, wenn aus einer Urne, 
welche nur weisse und schwarze Kugeln enthalt, » mal nach 
einander eine weisse Kugel gezogen wird, so werde niemand 
ernstlich glauben, der fiir das Erscheinen einer weissen Kugel 


en 
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in der niichsten Ziehung durch die Theorie gegebene Bruch 
—, adriicke das wirkliche Verhiiltnis der Anzahl weisser 


aur Gesamtzahl aller Kugeln aus; er spricht nur die That- 
sache aus, dass man jene Wahrscheinlichkeit so rechnen 
kénne, als ob dies der Fall wire. 

Die Sache liegt vielmehr so: Treffen die Voraussetzungen, 
auf welchen die Ableitung von g beruht, zu, dann driickt » 
das Gesetz der Fehler aus; treffen sie nicht zu, dann gilt 
auch g nicht; die Beobachtungsresultate a,b kommen dabei 
nicht in Betracht. In dem Beispiel mit der Urne ist aber 


der Bruch es der wahrscheinliche Wert fiir die Wahr- 


scheinlichkeit des Hintreffens einer weissen Kugel in der 
nachsten Ziehung, abgeleitet aus den Beobachtungsergeb- 
nissen; er macht also auf die Bedeutung des wahren Wertes 
jener Wahrscheinlichkeit keinen Anspruch. 

Von Interesse ist die Higenschaft von g, welche durch 
diese Ableitung aufgedeckt wird und in der Gleichung (1) 
ihren Ausdruck findet*), 


45. Historische Notiz. Schon an emer friheren 
Stelle (Art. 7) hat sich Gelegenheit geboten, zu bemerken, 
dass die erste Idee eines Fehlergesetzes sich 1756 bei 
Simpson vorfindet; mit diesem Namen und Zeitpunkt be- 
ginnt denn auch die Anwendung der Wahrscheinlichkeits- 
theorie auf die Untersuchung der Beobachtungsfehler. 
Simpson stellt das Gesetz der Fehlerwahrscheinlichkeit 
geometrisch durch die Schenkel eines gleichschenkligen Drei- 


*) Anmerkungsweise soll einer Begriindung des Fehlergesetzes 
gedacht werden, welche Gooss in seiner Inaugural-Dissertation: Zur 
Begriindung der Methode der kleinsten Quadrate, Kreuznach 1865, 
gegeben hat. Nach einer Kritik der Gauss’schen und Hagen’ schen 
Ableitung unternimmt er den ,, Versuch einer Entwicklung der (Fehler-) 
Funktion ohne Position irgend welchen Axioms‘, wie vorauszusehen 
ohne Erfolg. Im Laufe der wenig befriedigenden Deduktionen, die 
auf gewissen aus dem Verhalten zufilliger Fehler gefolgerten Higen- 
schaften der Wahrscheinlichkeitskurve beruhen, ist er zu Annahmen 
bemiissigt, deren metaphysische Bedeutung gar nicht erkennbar ist (s. 
seine Gleichung (4)). 
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ecks dar und trigt damit den beiden von ihm zum ersten- 
male ausgesprochenen Thesen: 1) dass positive und negative 
Fehler gleich wahrscheinlich seien und 2) dass es gewisse 
Grenzen gebe, innerhalb welcher alle Fehler eingeschlossen 
sind — in einfachster Weise Rechnung. 

Bei seinem ersten Versuche, eine Regel fiir die Kombi- 
nation der Beobachtungen aus der Wahrscheinlichkeitstheorie 
abzuleiten, gelangte Laplace*) zu der Annahme, die Wahr- 
scheinlichkeit eines Fehlers zwischen # und x + dz komme 


é m Ae : : oe 
gleich > e~"*da, in welchem Ausdrucke % immer positiv 


ne : m i 
zu nehmen ist**), Denn die Kurve y= > ¢—™* gentige den 


drei Higenschaften, welche die Wahrscheinlichkeitskurve not- 
wendig haben muss: 1) Symmetrie gegen die Y- Axe; 2) asympto- 
tische Annaherung an die X-Axe; 3) Gesamtflache 1. Diese 
Kurve schneidet jedoch die Y-Axe im Abstande = vom 


Ursprung unter einem Winkel, dessen Tangente Ee ist, fallt 


2 
daher rasch gegen die X-Axe ab, und dieses Verhalten ent- 
spricht keineswegs demjenigen, welches man den Fehlern 
a priori zuschreiben muss. Wie Glaisher***) gezeigt hat, 
wiirde dieses Fehlergesetz zu dem eigentiimlichen Resultate 
fiihren, dass der wahrscheinlichste Wert einer direkt be- 
obachteten Grosse, abgeleitet aus elmer ungeraden Anzahl 
arithmetisch geordneter Beobachtungen, mit der mittelsten 
zusammenfallt, waihrend bei einer geraden Zahl ebenso ge- 
ordneter Beobachtungen jeder Wert, welcher zwischen den 
zwei mittelsten Beobachtungen liegt, mit gleichem Rechte als 
der wahrscheinlichste anzusehen wire. Dies fallt vollstindig 
tiberein mit der von Estienne aufgestellten Regel (s. Art. 22). 


*) Mémoire sur la probabilité des causes par les événemens, 
1741, Mém. Acad. Paris, par divers Savans, IV, pag. 634 flg. 

**) Um die lorm einer geraden Funktion herzustellen, wie es der 
ersten der folgenden Higenschaften entspricht, kann man, wie Glaisher 


bemerkt hat, = ome schreiben. Mem. of the R. Astron. Soc., 


XXXIX, pag. 121. 
***) Ibid., pag. 122. 
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Estienne*) ist zu dem allgemeineren Resultate gekommen, 
dass der wahrscheinlichste Wert der unbekannten Grosse z 
immer dann durch die obige Regel gegeben ist, wenn die 
Wabhrscheinlichkeit, die Beobachtung habe einen zwischen a 
und a+ da liegenden Wert ergeben, die Form Ke~!/@)—-/@| da 
hat, wobei f nur der eimen Bedingung unterworfen ist, in 
der Umgebung von ¢ monoton zu sein. Das obige Gesetz 
fallt in der That unter diese Form, da 7 = z— a, so dass 


a mr ¥ m Z 
man fiir ca e—|m«| daw schreiben kann 5 e—|mz—ma| da, 


Daniel Bernoulli**) kam den wirklichen Verhaltnissen 
wesentlich niher durch die Annahme, dass die Wahrschein- 
lichkeit, einen Fehler von der Grésse x zu begehen, pro- 
portional sei //r? — a?, wobei r eine gewisse Konstante be- 
deutet, fiir deren Wertangabe er Anhaltspunkte gibt; dieser 
Annahme entspricht als Wahrscheinlichkeitskurve ein Halb- 
kreis. Wie friiher erwahnt worden (Art. 7), hat Bernoulli 
fiir die Bestimmung des besten Resultates ftir eine direkt 
beobachtete Grésse dasselbe Prinzip aufgestellt, das spiiter 
von Gauss in der Theoria motus corp. coel. angewendet 
worden ist, und sich dadurch der modernen Theorie, welche 
mit Gauss beginnt (1809), genahert. Indem er dieses 
Prinzip mit seinem Fehlergesetz in Verbindung bringt, findet 
er bei zwei Beobachtungen das arithmetische Mittel, gelanet 
aber bei drei und mehr Beobachtungen zu unpraktikabeln 
Gleichungen, woraus er auf die Unbestimmtheit des Problems 
schliessen zu sollen glaubt. 


§ 7. Beurteilung einer Beobachtungsreihe auf Grund der 
wahren Fehler. 


46. Das Fehlergesetz 
ee he o> — h? 2 


enthailt den einzigen Parameter h, welcher mit der Natur 
der Beobachtungen, mit ihrer Genauigkeit zusammenhingt 


*) Wtude sur les erreurs d’observat., pag. 22. 
**) Anmerkg. zu Art. 7. 
Czuber, Theorie der Beobachtungsfehler. 8 


=a 


und daher auch nur aus den Ergebnissen derselben abgeleitet 
werden kann. 

Zunichst bemerkt man, dass die Wahrscheinlichkeit des 
Fehlers Null oder eines fehlerfreien Beobachtungsresultats 


proportional ist der Grésse i oder der Grésse h. Man 
oA 


wird aber eine Beobachtungsreihe als genauer bezeichnen im 
Vergleich zu einer andern, wenn bei der ersten ein fehler- 
freies Resultat eher zu erwarten ist als bei der zweiten. 

Wir betrachten ferner zwei Beobachtungsreihen, deren 
Fehler dasselbe Gesetz, der Form nach, befolgen; die Para- 
meter seien h’ und h”. Die Wahrscheinlichkeit, dass der 
Fehler einer Beobachtung in der ersten Reihe dem absoluten 
Betrage nach kleiner sei als a’, ist 


I 
, >: 
h 


On" alh’ 
Md I 2 2 is 9 ¢ 
—= eh? de == — Gh = O(a'h’); 
Va Vx 
—«a’ 0 
fiir die zweite Reihe und die Fehlergrenze «” ist sie 
(oA) ae 

2 je 

— | e* dt = O(a"h”). 

Va 

0 

Beide Wahrscheinlichkeiten sind einander gleich, wenn 
ah’ = ah”. Nun wird man, bei irgend einer Wahrschein- 
lichkeit, die erste Reihe ftir die genauere erkliren, wenn ihr 
die engeren Fehlergrenzen entsprechen; dann aber kommt 
ihr der obigen Beziehung zufolee das gréssere h zu. Ins- 
besondere nennt man diejenige Fehlergrenze 7, welcher die 


Wahrscheinlichkeit = zukommt, den wahrscheinlichen 


Fehler*) der Beobachtungsreihe und hat fiir den Zusammen- 
hang desselben mit dem Parameter h die Gleichung 


*) Der Begriff des wahrscheinlichen Fehlers wird zum erstenmale 
erwihnt 1815 von Bessel: Uber den Ort des Polarsterns, Berl. 
Astron. Jahrb. 1818, pag. 233 fle., und 1818 niiher definiert in den 
, Untersuchungen tiber die Bahn des Olbers’schen Kometen“, Abhandl, 
der Berliner Akad. fiir die Jahre 1812—13, pag. 117 flg. der mathem. 
Abteil. 


(2) af ido; 
0 


die weiter unten besprochene Tafel I (am Ende des Buches) 
der linksseitigen Funktion mit der oberen Grenze als Argu- 
ment gestattet durch Interpolation die zugehdrige obere 
Grenze zu finden und gibt . 

(3) rh = 0,476936 ---, 

welche Konstante wegen ihres haufigen Gebrauchs in der 
Folge mit @ bezeichnet werden mége. 

Diese Betrachtungen lassen zunichst nur erkennen, dass, 
unter sonst Gleichen Umstiinden*), die Genauigkeit umso 
grésser ist, je grésser der Parameter fh. Line niahere Be- 
ziehung zwischen beiden ergibt sich aber erst, wenn man 
eine Definition der Genauigkeit aufgestellt hat. 

47. Hhe dies geschieht, erscheint es notwendig, tiber 
die in der vorausgehenden Betrachtung aufgetretene Funktion 

t 


(1) @(t) =e foe at, 


4 


iiber ihre Berechnung und die Tabellen ihrer Specialwérte einiges 


anzuftihren. Sie ist das Produkt des konstanten Faktors Fi 
Tw 
seat 


mit der einfacheren Funktion i e—" dt, welch letztere ver- 


0 
moége der grossen Bedeutung, die ihr in der Physik, so in 
der Refraktionstheorie, in der Theorie der Warmeleitung, 
vor allem aber in der Fehlertheorie zukommt, von Glaisher**) 


*) Hierbei denken wir an die Hinheit, in welcher die Fehler 
ausgedriickt sind. Wird diese & mal kleiner genommen, so werden 
alle Fehler und die bestimmten Wahrscheinlichkeiten entsprechenden 
Fehlergrenzen, somit auch der wahrscheinliche Fehler durch & mal 
groéssere Zahlen ausgedriickt sein; vermége der Beziehung rh = @ 
muss  daher & mal kleiner sein. 

**) In der Abhandlung: On a Class of Definite Integrals, Philos. 
Magaz., XLII, pag. 294 und 421 flg., in welcher eine Reihe bestimmter 
Integrale behandelt wird, die sich auf die obige Funktion zurtick- 
fiihren lassen. 

g* 


—~ il6 — 


den trigonometrischen Funktionen unmittelbar an die Seite 
gestellt und wie diese unter die elementaren transcendenten 
Funktionen gezihlt wird. Glaisher hat zugleich eine be- 
sondere Bezeichnung fiir dieselbe eingefiihrt und im seinen 
Schriften angewendet; er setzt 


ie) 


(2) | ‘e-? dt = Ef t 


e 
t 


(Abkiirzung fiir Error-function) und 
t 


(3) ifn dt = Erfe ¢ 


Uv 


(Abkiirzung fiir Error-function-complement), so dass 


(4) Erf ¢ + Erfe ¢ = $ Va 

und 

(5) @(t) =. Erfe ¢. 
Vx 


Die nichstliegende Darstellung fiir Erfe¢ ergibt sich 
durch Entwicklung der Exponentialfunktion und gliedweise 
Integration der Reihe; man findet so 


E , #3 1 to 1 t? 
(6) EEC ee a eae a ee 


a 


eine Reihe, welche nur fiir kleine echt gebrochene Werte 
von ¢ zur wirklichen Berechnung von Hrfe ¢ tauglich ist. 
Durch partielle Integration erhaélt man nach und nach 


t t 


| eo at = te ey ia Cuma 6H 


t t 


: rn oes #3 — {2 2 ° : 
$ 


t t 


MeO gta Oo _ + 2 feat Lt: 
fin 5 Be at, 


0 0 


daraus ergibt sich die Entwicklung 


— it — 


- _ aes ot? 2 t?)2 (2¢7)8 
Ci) uric ¢ == be juli ie MS ee) 


die ebenfalls fiir jeden Wert ¢ konvergent ist, wie man sich 
durch Untersuchung des Ausdruckes 


t 


oe 2 2 ee oY 
ee asinre [rn eee adt 
1 : bait 


0 


oo 


fiir ein unendlich wachsendes » iiberzeugt; die Konvergenz 
aber beginnt, wenn 2¢? einen betrichtlichen Wert erlangt, 
erst bei so spiten Gliedern, dass fiir gréssere Werte von ¢ 
auch diese Reihe nicht verwendbar ist. 

Wird die aus partieller Integration hervorgehende Glei- 
chung . 


wo co 


poe i Cas 2n + 1 . eae 
a: pr dt opti ee i) pene dt 


t zt 


fir n=0, 1, 2, ... angeschrieben, so fiihrt die so ent- 
standene Reihe von Gleichungen zu 


ae 1 a3 pase 
(8) rf t—=- (1— sa + gap ieee 


und daraus ergibt sich, indem man von ve subtrahiert, Erfe ¢. 


Diese Reihe wird wohl schliesslich divergent; nichtsdesto- 
weniger kann sie zur Berechnung von Erf?¢ bentitzt werden, 
wenn man bei einem Gliede abbricht, dessen Absolutwert 
geniigend klein ist, um vernachlassigt werden zu kénnen, 
weil dann die Summe der nachfolgenden Glieder, wie gleich 
gezeigt werden soll, kleiner ist als dieses Glied. Ftihrt man 
namlich die Reihe bis zu dem Gliede 


—— 


-3+--(Qn — 3)e 
gn 4y2n—1 ) 


as 


so ist 


ice) 


=n p> 
(— ao dt 


t 


das hinzuzutiigende Restglied; es ist aber 


t t 


mithin thatsachlich 


123 (2-1 eae deat (2H == Bee 
1 ( ) BF ec & = ean 
9” 42” gn j2n al 


? 


Der durch die Reihe vertretene zweite Faktor der rechten 
Seite von (8) kann, wie Laplace*) zuerst gezeigt hat, durch 
einen unendlichen Kettenbruch ersetzt werden, wodurch eine 
neue Darstellung von Erf?¢ erhalten wird. Geht man nam- 
lich von der Funktion 


(9) U = 6° 3 ‘e-P dt = e* Erft 
t 
aus, so gibt einmalige Differentiation 
(10) U'= 2tuU —1; 
differentiiert man diese Gleichung aufs neue » mal, so kommt 
man zu der Beziehung 
UCT) = 21U™ + 2QnUe—4, 
welche, wenn man zur Abkiirzung 
uo” 
d Dis test ree 
setzt, auch in der Form 
(m+ 1) Un41 = 200, + 2U,-1 
geschrieben werden kann. Hieraus aber schliesst man, dass 
2iU,_y of (n-+1)t Un44 


¢ 73 i> A 
i TF 2t 
oder 
1 
U 20 
(11) Titre <r  C EEL eR” 
TS 
*) Traité de Mécan. cél., 1V, pag. 253sq. — Théor. anal. des 


Probab., I, art. 27. 


~~ 


= 19 = 


Nun ist wegen (10) 


2tU 1 
Se res Ui 

Soar. 
weil U, U® und U,, ebenso U’ und U, identische Symbole 


sind; wendet man auf den zweiten Teil des Nenners die 


a : 1 : 
Formel (11) an, abkiirzungsweise 573 — @ Setzend, so wird 
bated 
2¢+0 = — 3 . 
1 E. 
a ee 
WaUs 


auf den zweiten Teil des letzten Nenners lisst sich die 
Formel (11)-von Neuem anwenden, und fahrt man in gleicher 
Weise fort, so kommt schliesslich 

1 


2tU = ee; 
ks x 
ees ee 
Er 
Perel! 
fae 
Im Hinblick auf Gleichung (9) hat man also 
ea Ht 
(12) Ert ? = at errr 
ial oe 
1+ 34 
1} 
aeel! 
peas: 
Allgemein lasst sich der n Naherungsbruch eines Kettenbruchs 
yon der Form — mittelst der beiden vorangehenden 
Dist cee 
Nae tee 


Niaherungsbriiche nach dem Schema 
Pn On Bn—1 t nOn—a 


Nn iv b, pve i ks a, i —2 


berechnen; auf den vorliegenden Fall angewendet lautet diese 


Formel 
Z,, sy ie rat == 1)q4, 9 


NN No, fe Dey, 
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und gibt, weil . und —+— die zwei ersten Niherungsbriiche 


iS 


sind, nach und nach die Partialwerte 


1 1 1+2q SP OCk 1+ 9q¢+ 8q’ 
1’ i+tq’? 1+38q@’ 1+6q+3q?? 1-+10q-+ 15q”’ 


fir den Kettenbruch in (12). Obwohl diese Entwicklung 
fiir alle Werte von q anwendbar ist, so eignet sie sich ftir 


: : 1 2 
die praktische Ausrechnung erst etwa von g = 7 abwirts. 
4 


Fiir eine tabellarische Darstellung von Erf¢ sind jedoch 
alle die gefundenen Formeln weniger geeignet. Zu diesem 
Zwecke ist von dem ersten Berechner einer solchen Tafel 
und ebenso von spiteren Berechnern die aus der Taylor- 
schen Entwicklung von 


Erf (¢ + h) =e dt 
teh 
hervorgehende Gleichung 


(18) Erf(@¢--h)—Erft=he-* (1—sh typ 


4t*— 128+ 3, 
asec | 
angewendet worden, welche gestattet, von einem Werte Erf ¢ 
ausgehend ftir eine Reihe nach der Differenz h fortschreiten- 
der Werte des Arguments die zugehérigen Funktionswerte 
zu berechnen. Die Anwendung dieses Verfahrens bedarf 
jedoch einer Kontrole, welche am einfachsten durch direkte 
Ausrechnung des Schlusswertes getibt wird; stimmt das 
Resultat der direkten Rechnung mit dem durch das schritt- 
weise Verfahren gefundenen iiberein, so ist damit die Richtig- 
keit der ganzen Wertreihe bestitigt. 

Die ersten Tafeln ftir Erf ¢ (log Erf¢ und log @ Erf ¢ 
simtlich fiir das Intervall ¢ = 0,00 bis t= 3,00) sind von 
Kramp*) berechnet worden, Auf diese stiitzen sich teil- 
weise die beiden Tafeln, welche Bessel**) fiir log é Erf t 


*) Analyse des Réfractions Astron. et Terrestres, Strasbourg 1798. 
**) Fundam. astron., sect. LV. 


= i2t = - 


(die eine geordnet nach dem Argument t, die andere nach 
dem Argument log ¢) gegeben hat. Hine Erweiterung der 
Kramp’schen Tafel fiir Erf¢, und zwar fiir das Intervall 
¢ = 3,00 bis ¢= 4,50, hat Glaisher*) mittelst der Formel (13) 
berechnet und durch unabhingige Ausrechnung mehrerer 
Werte nach Gleichung (12) kontroliert. Wahrscheinlich aus 
Kramp’s Tafel fiir Erf¢ ist die Tafel der Werte von 


@(t) = . Ente ¢ 
Vz 


hervorgegangen, welche Encke**) berechet hat und die in 
viele andere, Werke iibergegangen ist. Die am Schlusse 
dieses Buches mitgeteilte Tafel I ist auf Grund der Tafel 
in Bertrand’s Caleul des Probab. durch Vergleichung mit 
Encke’s Tafel (welche bis ¢ = 2,00 reicht) und durch Nach- 
rechnung einer Reihe von Werten unter Zuziehung der oben 
erwihnten Glaisher’schen Tafel festgestellt worden; Ab- 
weichungen, beziehungsweise Versehen haben sich nur an 
einigen wenigen Stellen gezeigt. 

48. Wir kehren nun zu den in Art. 46 begonnenen 
Betrachtungen zuriick. 

Man nennt eine Beobachtung & mal genauer als eine 
andere, wenn bei der ersten die Wahrscheinlichkeit eines 
Fehlers zwischen den Grenzen ¢ und ¢-+ des ebenso gross 
ist wie die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zwischen den 
Grenzen ke und k(e + de) bei der zweiten. 

Diese Definition entspricht vollkommen der itiblichen 
Auffassung des Wortes Genauigkeit. Wenn bei der Messung 
einer Geraden ebenso hiaufig ein Fehler zwischen a und 

*) Philos. Magaz., XLII. Dies zugleich die Quelle zur niiheren 
Orientierung tiber den Umfang und die Entstehung der einzelnen Tafeln. 

**) Berlin. Astron. Jahrb. 1834. Enceke bemerkt zwar pag. 269, seine 


Tafel sei,,unmittelbar aus der Tafel fiir das Integral f ée ‘'dtinBessel’s 


Fundamenta astronomiae hergeleitet'; wie oben bemerkt worden, gibt 
aber Bessel nicht eine Tafel dieses Integrals, sonder der kompli- 


zierteren Funktion log ¢? 9 en at, 
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a +1 Millimetern zu befiirchten ist wie bei einer anderen 
Messung ein Fehler zwischen a und a+ 1 Centimetern, so 
wird man nicht anstehen, der ersten Messung eine zehnmal 
so grosse Genauigkeit beizulegen als der zweiten. 
Um die Genauigkeit einer Beobachtung, welche dem 
Gesetze 
h 


(1) Va Caden 
folgt, durch eine Zahl auszudriicken, wahlen wir als Hin- 
heit der Genauigkeit eine Beobachtung, bei welcher die 
Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zwischen den Grenzen ¢ 
und ¢+ de gleich ist 

= Ces 

Va 
die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zwischen ke und k(e+de) 
ist bei dieser Gattung von Beobachtungen gleich 
(2) ae Cae de. 


TW 

Die Ausdriicke (1) und (2) werden fiir beliebige Werte 
von é tibereinstimmen, wenn k = h; der Parameter h driickt 
also bei dieser Wahl der Hinheit unmittelbar die Genauig- 
keit aus. 

Aus diesem Grunde und nach dem Vorschlage von 
Gauss*) nennt man h das Maass der Genauigkeit oder 
das Maass der Prazision der Beobachtungen. 

Aus dem, was in Art. 46 vorausgeschickt worden, folgt, dass 
sich die Genauigkeiten zweier Beobachtungsreihen umgekehrt 
verhalten wie gleich wahrscheinliche Fehlergrenzen, insbeson- 
dere auch umgekehrt wie die wahrscheinlichen Fehler. 

49. Neben dem Begriff der Genauigkeit einer Beobach- 
tung ist auch der Begriff des Gewichtes gebriuchlich. 

Man nennt das Gewicht einer Beobachtung p mal grésser 
als das einer andern, wenn die Folgerungen, welche man fiir 
den Wert der beobachteten Grosse aus einer Beobachtung 
der ersten Art ziehen kann, gleichwertig sind mit den 
Folgerungen, welche sich aus p Beobachtungen der zweiten 
Art ziehen lassen, die siimtlich dasselbe Resultat ergeben haben. 


*) Theor. mot. corp. coel., art. 178. 
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Ist p eime gebrochene Zahl, etwa - , so erfihrt die 
Definition die Abinderung, dass s Beobachtungen der ersten 
Art gleichwertig sind mit r Beobachtungen der zweiten Art”). 
Um fiir das Gewicht einer Beobachtung, welche dem 

Gesetze 

Tis, sore 

Va € 
folgt, eine Zahl zu erhalten, wihlen wir wie oben eine Be- 


obachtung von der Art 

1 2 

Veo 
als Gewichtseinheit. Die Wahrscheinlichkeit des Zu- 
sammentreffens von s Fehlern irgend einer Grésse « bei 
s Beobachtungen der ersten Art ist proportional 


>— Sh? E>, 
é ? 


die Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens von r Fehlern 
derselben Grésse bei r Beobachtungen der zweiten Art pro- 
portional 

Caxias 
Die Wahrscheinlichkeiten beider Fehlersysteme sind daher 
proportional und demzufolge gleich fiir alle Werte von e, 
wenn sh? =r, woraus das Gewicht 


el aay 
Ss 


_folgt; bei der getroffenen Wahl der Gewichtseinheit driickt 
also h? das Gewicht einer Beobachtung der ersten Art aus. 

Hieraus, in Verbindung mit den Ergebnissen von Art. 48, 
ergibt sich, dass die Gewichte zweier Beobachtungen sich 
verhalten wie die Quadrate ihrer Prizisionsmaasse, dagegen 
umgekehrt wie die Quadrate gleich wahrscheinlicher Fehler- 
grenzen, insbesondere der wahrscheinlichen Fehler. 

50. Die aufgestellten Definitionen von Genauigkeit und 
Gewicht haben zur wesentlichen Voraussetzung, dass die 
Fehler der verglichenen Beobachtungen der Form nach dem- 
selben, speziell dem Gauss’schen Gesetze unterliegen. Hs 


*) Vgl. Donkin, Liouville J., I. sér., XV, pag. 298 und Bertrand, 
Calc. des Probab., art. 164. 
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moéchte nun die Frage von Interesse sein, ob sie auch fiir 
andere und fiir welche Formen des Fehlergesetzes Geltung 
haben*), 

Gesetzt, es seien zwei Reihen von Beobachtungen ge- 
geben. In der ersten sei die Wahrscheinlichkeit emes zwischen 
den Grenzen ¢ und ¢ + dé enthaltenen Fehlers durch /(e)dé, 
in der zweiten durch y(e)de ausgedriickt., Damit nun die 
Beobachtungen der zweiten Art, verglichen mit jenen der 
ersten, eine k mal so grosse Genauigkeit und ein p mal so 
grosses Gewicht besitzen, ist es notwendig und hinreichend, 
dass die Verhiltnisse 

x (2) x(é) 
AON! 


konstant oder unabhingig von « seien. Daraus folgt, dass 
die Funktion g der Relation 


phe) __ 
{ p(e) }? 
gentigen miisse, wobei G eine von ¢ unabhingige Grosse be- 


deutet. Durch Logarithmierung dieser Beziehung ergibt sich 


L- p(ke) =1-G + pl- gle) 
und durch Differentiation in Bezug auf ¢ weiter 


Apa (is) BS wep ©) 
pke) © gle)? 


so dass, wenn man Oy = y(w) und p= k"+" setzt, die 


Funktion w der Gleichung 
(ke) = ky(s) 


zu geniigen hat. Daraus schliesst man, dass 


w(e) = Het, 
wo H eine Konstante, oder 

a : 

p(s) es 


woraus durch Integration 


*) Bertrand, Calc. des Probab, art. 165 und Compt. rend., CV, 
pag. 1099. 
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L- p(s) = ai eetlt J.C 
und 
me) et 
sich ergibt; dabei ist abktirzend a = — a gesetzt worden. 
Damit o(— «) = g(¢) sei, muss w+ 1 eine gerade Zahl 
vorstellen. 

Das Gauss’sche Gesetz ist ein spezieller Fall dieses 
allgemeinen und entspricht der Annahme wu = 1; hier ist 
also p = k?, das Gewicht gleich dem Quadrat der Prizision. 

Ausser der obigen Form gibt es kein anderes Fehler- 
gesetz, bei welchem die Begriffe von Genauigkeit und Ge- 
wicht im Sinne der gegebenen Definition strenge Bedeutung 
hiitten. 

51. Bei der Bestimmung des Prazisionsmaasses h sind 
zwei Falle zu unterscheiden, jenachdem die wahren Fehler 
oder die Beobachtungsfehler im eigentlichen Sinne als 
bekannt vorausgesetzt werden oder nur die scheinbaren 
Fehler, namlich die Unterschiede zwischen den einzelnen 
Beobachtungen und dem aus ihnen fiir die beobachtete Grésse 
abgeleiteten Resultate. 

Wir werden uns zunichst mit dem ersten Fall be- 
schiftigen, weil der zweite, fiir die Praxis wichtigere, sich 
auf diesen griindet. 

Die niachstliegende Lésung der Aufgabe ist die fol- 
gende*). Bei m wirklich ausgefiihrten Beobachtungen seien 
die Fehler ¢,, &, ... & begangen worden, und es werde an- 
genommen, dass dieselben einem Gesetze von der Form 


he Gas e 

Vx 

. folgen, in welchem der Parameter 2 noch unbekannt ist. 
Vor Anstellung der Beobachtungen war die Wahrschein- 

lichkeit fiir das Zusammentreffen der Fehler ¢,, &, ... &, bei 


irgend welcher Hypothese tiber h, wenn man a priori alle 


*) Gauss, Zeitschr. f. Astron. u. verw. Wissensch., I, pag. 185 
und Encke, Berl. Astron. Jahrb. 1834, pag. 279. 


Werte von h als gleich wahrscheinlich betrachten darf, pro- 
portional 

uke 
nach Ausfiihrung der Beobachtungen ist die Wahrscheinlich- 
keit der iiber 2 gemachten Hypothese oder des Wertes h fiir 
das Priizisionsmaass demselben Ausdruck proportional. Die 
giinstigste Hypothese ist diejenige, welche diesen Ausdruck 
zu einem Maximum macht. Sie liefert den wahrschein- 
lichsten Wert von h, nimlich 


(1) b= Vota 


und hiermit den wahrscheinlichsten Wert des wahrschein- 
lichen Fehlers 
Q) r= p= eva! = 0,674489 --- Vs 
Diese Resultate gelten ohne Riicksicht darauf, wie gross 
die Anzahl » der Beobachtungen ist. Der Grad ihrer Zu- 
verlassigkeit ist aber abha’ngig von » und umso grosser, je. 
grosser ” ist, wie die folgende auf die Voraussetzung eines 
an sich sehr grossen ” sich stiitzende Betrachtung zeigen wird. 
Die Wabhrscheinlichkeit einer andern Hypothese itiber 
das Prazisionsmaass, etwa h’ = h + o, oder die Wahrschein- 
lichkeit, dass der wahre Wert von h von dem wahrschein- 
lichsten um den Betrag  verschieden sei, ist proportional 


(h + w)re—@+ePl) oder (1 + era) 
wie man leicht findet, wenn man in den ersten Ausdruck 
fiir [ee] den Wert aus (1) substituiert. Stellt man (1 + ay 
in form einer Exponentialgrésse dar, niimlich 

G4 she ee) 
so geht der obige Ausdruck iiber in 


n nw? 1 w 1 ww? 
hre 2 acs ery ace 
Uce™ 6 : 


und ist, als Funktion von @ aufgefasst, proportional 
n (wo? 1 w UN the 
—*8 (i-5S4+ 35 =) 


— 120 — 


1 
Wenn nun 7 eine soho grosse Zahl und 5 —- von der Ordnung — 
n 
n Ww ( ale ay} 1 w? 


—*"(-3 e+ q0- 
ist, so kann der Faktor e * Satan durch die 


. ° : @ . 
Hinheit ersetzt werden; wird > grosser, etwa von der Ord- 


it : no" 
. oy oO o 1—a 
nung aa (cc <— Dy: sO ist rhe vou der Ordnung n und da- 


n2 
nw 


here ” so klein, dass die Fortfiihrung des strengen Aus- 
drucks kei Interesse mehr hat; man kann daher, je 
grosser ” ist, umso genauer die Wahrscheinlichkeit von 
proportional setzen 


nN w> 


g@ 


Die Wahrscheinlichkeit, dass das Prizisionsmaass zwischen 
den Grenzen h + @ und h-+ wo + dw enthalten sei, kommt 


also gleich 
14/2 de: 
4V ie * do; 
die Grésse  befolgt daher bei sehr grossem ” das Gauss’sche 
Gesetz, ihr wahrscheinlichster Wert ist o =O in Uberein- 
stimmung damit, dass (1) den wahrscheinlichsten Wert von h 
bestimmt. 
Das Prazisionsmaass dieser Bestimmung ist 
Van 
re 


folglich ihr wahrscheinlicher Fehler a so dass man Hins 
n 


gegen Kins wetten kann, es liege der wahre Wert des Pri- 
zisionsmaasses zwischen den Grenzen 


(3) wd ae a) 


Daraus ergeben sich die wahrscheinlichen Grenzen des 


wahrscheinlichen Fehlers 7 der ae ee pee 


ar) 


oder bis auf Gréssen von der Ordnung —= genau 


mae 
a rt ya). 
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Fiir h und r in (3) und (4) sind die Bestimmungen (1) und 
(2) einzutragen. 

52. Neben dieser auf die wahrscheinlichste und daher 
otinstigste Hypothese gegriindeten Bestimmung von / und r 
lasst sich eine unbegrenzte Anzahl anderer Bestimmungen 
denken. Es bezeichne f(s) irgend eine reelle einwertige 
Funktion des Fehlers; das Integral 


xf f(e) p(ejde 

driickt den wahrscheinlichen oder mittleren oder durchschnitt- 
lichen Wert dieser Funktion aus, d. h. das arithmetische 
Mittel aller Werte, welche diese Funktion asnimmt, wenn 
man ¢ alle Werte in der dem Fehlergesetz entsprechenden 
Verteilung beilegt. Denkt man sich unter g(e) speziell das 
Gauss’sche Gesetz, so wird der Wert jenes Integrals sich 
als eine bestimmte Funktion von h, etwa F(h), darstellen. 

Ist andererseits ¢,, &, ... &, emme Reihe von m Fehlern, 
wie sie bei ” aufeinander folgenden Beobachtungen sich er- 
geben haben, so wird dem Satze von Bernoulli zufolge 


a ihle) + Ae) +s EA) 


umso weniger von J’(h) verschieden sein, je grésser 7 ist, 
und wiirde sich mit bestiindig wachsendem » jenem Betrage 
als Grenze niihern. Setzt man also niherungsweise fiir ein 
endliches » 


(1) “{f(e) + fle) + +: + F(e)} = FO), 


so hat man in dieser Gleichung ein Mittel zur approxima- 
tiven Bestimmung von h und +. 

Aber abgesehen von praktischen Riicksichten wird nicht 
jede Form von f(g) gleich gut geeignet sein; entscheiden 
muss dabei die Grosse des in der Gleichung (1) zu beftirchten- 
den Fehlers. 

Die nachfolgende Untersuchung wird sich auf jene Fille 
beschranken, wo /(«) der absolute Wert einer positiven ganzen 
Potenz von ¢ ist; der algebraische Wert eignet sich deshalb 
nicht, weil fiir ihn vermége des Umstandes, dass (é) eine 
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gerade Funktion ist, Z’(h) Null und somit die Gleichung (1) 
illusorisch wiirde, sobald /(¢) eine ungerade Potenz von « be- 
deutet. 

Mit f(e) = |e] erhalt man den Durchschnitt der abso- 
luten Fehler oder den durchschnittlichen Fehler 


ao 


(2) d= fisie@ae =2 [ so(s)ae; 


mit f(g) = &° ergibt sich der Durchschnitt der Fehlerquadrate 
oder das Quadrat des mittleren Fehlers u 


(3) w= [ egode =2 [ eg (de; 
ll : 


allgemein mit /(¢) = |e”| der Durchschnitt der m*" Fehler- 
potenzen *) 


(4) Sm = flerie® dee 2 f erp (eae. 
mee 5 


Fiihrt man nun fiir g(e) den speziellen Ausdruck 
ee 


ie € und gleichzeitig eine neue Variable mittelst der 
Tw 
Gleichung 
he == 4 
ein, so wird 
ee ge! 
Sm = —— Jf ¢t 2 edt 
h"V x 
0 
d. i 
m+1 
(5) Sm pate i aan) 4 
h”V x . 


Hiernach ist 
/ 


1 1 1 
ATE eats Wye fo oah aN. aaa ya 
close Jol Cpe were Feuic tmeeee 
27 h*? hey x 2°h 


*) Hiernach sind die S™ mit geradem Zeiger identisch mit den 
sonst mit &™) bezeichneten Gréssen; hingegen die S“” mit ungeradem 
Zeiger haben eine wesentlich andere Bedeutung. 


Czuber, Theorie der Beobachtungs“ehler. 9 
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und man kann zur niherungsweisen Bestimmung von h aus 
einer beschrankten Anzahl von Beobachtungsfehlern eine der 
Gleichungen 


Chet] Leeland opener pe) es 


Pe Se me i Gc 
@) [erpon daeo (rec a eoeber td PRR 8 

n 22 pt? n Wx’ n 23pn% ? 
beniitzen. 


Zu bemerken ist, dass die aus der zweiten dieser Glei- 
chungen sich ergebende Bestimmung von h zusammenfallt 
mit derjenigen, welche wir im vorigen Artikel als die wahr- 
scheinlichste erkannt haben. 

53. Um nun den Grad der Zuverlissigkeit dieser Formeln 
schaitzen zu kénnen, stellen wir uns die Aufgabe: Die Wahr- 
scheinlichkeit zu bestimmen, dass die Summe der absoluten 
Werte der m*" Potenzen der Fehler einer sehr grossen An- 
zahl von Beobachtungen zwischen gegebenen Grenzen ent- 
halten sei. 

Die Analyse, welcher wir uns dabei bedienen, ist eine 
Verallgemeinerung derjenigen, welche Laplace*) fiir die erste 
und zweite Potenz der Fehler gegeben hat und schliesst sich 
an jene an, die in Art. 8 entwickelt worden ist. Sie gilt 
fiir jedes Fehlergesetz, welches der Bedingung p(—s)—q(e) 
gentict. 

Mit Beibehaltung der dort erklirten Bezeichnungen gehen 
wir von der Reihe aus 


g(—aw)me—9"V=14 »(—a—1a)@e—@—D"0V—=1+ --. 
+ p(0)o+--p(a—10) ae)" V1.4 @ (ea) ae” V1 


indern in derselben negative Exponenten, falls solche vor- 
kommen (bei ungeradem m) in positive um und erheben zur 
n™ Potenz; alsdann ist der Koeffizient von e¢+°9V—1 in 
der Entwicklung dieser Potenz die Wahrscheinlichkeit, dass 
die Summe der absoluten Werte der m*® Potenzen yon 
n Beobachtungsfehlern enthalten sei zwischen den Grenzen 


*) Théor. analyt. des Probab., Il, art. 19. — Vgl. auch Gauss, 
Zeitschr. f. Astron. u. verw. Wissensch., I, pag. 185 fig. 
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(€-+ on)o™ und (+ on)o™ +”; bezeichnen wir diese 


Wahrscheinlichkeit mit (E+ 6nwo™)a™ und setzen vor- 
iibergehend 


Oo — {p(o)@ + 2—(w)weOV—t + 2y(2m) ae?" OV-1 4... 
+ 29(uo)oee"°Y=1)}, 


so wird 


4 
———SSS—S ‘ 1 e "i - et 
w(€+ ona”) o™ = = DIOe—E+ OM OV=1, 
—n 


Nun ist, unter gleichzeitiger Entwicklung der Exponen- 
tialgréssen inv dem Ausdrucke ® 


L- | De-77 9V-1| — — gn@V—1 
+ nl: {(p)o+2(@) +--+ 20(«o) 0) 
+20V—1(1"9(@) a +29 (20)o+- + a"@ (a) 0) 

— @ (19 (@) 042" 9(20)o+~-+ 0?" g(c0)o) +--+}: 
Setzt man §@ — x, w =dzx im Hinblick darauf, dass 1 die 


kleinste Anderung der ganzen Zahl £ ist, so sind die in den 
runden Klammern eingeschlossenen Summen gleichbedeutend mit 


ww 
if p(x) da = 1, 
—aw 
aw 
1 : gm 
+ f oo(az = 2 


0 
aw 


1 O gen 
2m i — 
m,] Pree dem Tem, 


und die rechte Seite der obigen Gleichung geht tiber in 


Boe (m) eee ae (2m) 2 
—an@V—1-+nt.(1+ —ey—i—® e+...) 
o 


2m 
20 


—— 1(m) » 3s ae (2m) 1(m)? 
=—«noy—i+n(® eve o+ 5 gi...) 


ow” 22 Qo 2" 
gm) tvs gem) Se gm? re 
=(= — © OV— 1 — Waser. n® +... 


g* 
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Wird nun 
gm 
om = —— 


™m 
@ 


gesetzt und die Entwicklung auf die zweite Potenz von © 


beschrankt, so ergibt sich 
7m 


i gm) _ g(m)? 
(m) m (= at d@ OVS 2m ik 
PGS C0") — € 20 


——7, : 


Mit der voriibergehenden Abkiirzung 
1 
Vse m) __ gm) me 
und wenn man an Stelle von @ die neue Variable ¢ ein- 
fiihrt mittels der Gleichung 


2: 
@) == pont =, 


wird daraus, wenn man die neuen Grenzen als Gréssen von 


der Ordnung Yn mit Riicksicht auf die Natur der Funktion 
unter dem Integralzeichen bis —- oc und + oo ausdehnt, 


at bs V2at — pew: V2 yaa—e 
rh (Misia eet ; 
nun ist aber 
5 a 2) = =( a) 8? Pig 
PEE LOP RYAN ee Je 
und setzt man fo”"== 4, w™ — dz, so wird die Wahrschein- 
lichkeit, dass die betreffende Summe zwischen den Grenzen 
nS + g und nS + z+ dz eingeschlossen sei, gleich 


92 


es 22 Pr) p2V—1 2 
Si (m y Bde 21 = (4 a ) 
wv (n8¢ ) -}- 2)dé@ = SPY apa (2 : dte y2 n ) 


aV2n 


ev 
—=— © 


oder, weil das Integral den Wert Vx hat, nach Restitution 
des Wertes fiir 6 


(1) o(nS + 2)de = ———_@ FF GRM_sm—, 
Varn(sem — gm) 


— 133 — 


Der wahrscheinlichste Wert von z ist 20, folglich 
der wahrscheinlichste Wert von [||| gleich nS™. Es 
stellt also der obige Ausdruck die Wahrscheinlichkeit vor, 
dass [|«”|] sich von seinem wahrscheinlichsten Werte nS™ 
um den Betrag z unterscheide, und man sieht, dass dieser 
Unterschied fiir jede Form von (¢) unter der Voraussetzung, 
dass m sehr gross ist, das Gauss’sche Fehlergesetz befolgt, 
wenn nur 9(— &) = g(e): 

Das Prizisionsmaass in der Bestimmung nS fiir 
[|e”|] ist, wie man aus (1) unmittelbar abliest, 

1 


V2 n (Ss are S ey 
daher der wahrscheinliche Fehler dieser Bestimmung 
o V2n(sem eet vk sm") . 


so dass man Eins gegen Eins wetten kann, es liege [|e™|] 
zwischen den Grenzen 


rae 9 s@ Mm) gi? 
(2) nS (1 Tee Ve - Roe ; 


54. Der Ausdruck (1) lisst eine einfache Verifikation 
zu. Man entnimmt demselben, dass der durchschnittliche 
Wert von 2? = ([\e”|] —nS™)? gleich ist n(S@™ — S(") 
und dieses Resultat wird durch direkte Rechnung bestiitigt. 
Ks ist namlich 

(Le |] fk nS)? is [e2] + Llem||er|] tae 2nS™{|e™|] 
+ 0? So; GS7) 
nun ist der Durchschnittswert eines jeden ¢?” gleich S@™), 
der Durchschnittswert eines jeden |e”| gleich S(™, daher der 
durchschnittliche Wert 


des ersten Gliedes nsem) 
» zweiten , *) n(n—1)S@™ 
pee arituer tt. — 2n? Sim, 


*) Der durchschnittliche oder wahrscheinliche Wert eines Pro- 
duktes vom Zufall abhingiger Gréssen ist gleich dem Produkte der 
wahrscheinlichen Werte der einzelnen Gréssen, wie sich leicht er- 
weisen liasst. 
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daher der durchschnittliche Wert von ([|é”}]—”S)? that- 
siichlich 
n( Sem) —_ Su), 
55. Wir wenden nun die Resultate der obigen Unter- 


suchung auf. das Gauss’sche Fehlergesetz an. Fiir dieses 
Gesetz ist zufolge (5), Art. 52 


m we 2m B 
@)1) som — 2 gm a A 
mit den Abkiirzungen ‘ 
ee 
GY) we, pe 
Va Vu 
Der wahrscheinlichste Wert des Durchschnitts fle") der 


n 
Absolutwerte der m‘" Potenzen eimer sehr grossen Anzahl 
von Beobachtungsfehlern ist hiernach gleich 
Qa 
pee. 
und es ist Eins gegen Hins zu wetten, dass sein wahrer 
Wert enthalten sei zwischen den Grenzen 


a == [2% p=? 
(4) = (! OV en my 
Die Bestimmung fiir h und r = a welche sich ergibt, 
wenn man Ue") seinem wahrscheinlichsten Werte gleich- 


setzt, ist 


(5) h= Va ee 


[le di 
eh a tio - 
(6) nee ye 
hingegen sind die wahrscheinlichen Grenzen von h 
mM )p— = hee — 0 9 lee a 
(7) V a Vi [le m|] (1 i ae a? a3 


und die wahrscheinlichen Grenzen von 7 


4) In zusammenhingenden Artikeln wird die Numerierung der 
Gleichungen fortgefiihrt. 


= (gprs 


at [ m rope: 
(8) Ve i ail i {View 

Qa 
bei der Bestimmung dieser Grenzen, welche aus (2), Art. 53 
durch Ausziehung der m*" Wurzel hervorgehen, ist nur bis 


oe 1 
auf Gréssen von der Ordnung via gegangen worden. 
n 


Da die Grenzen (8) bei verschiedenen Werten von m 
iminer auf eine und dieselbe Grosse sich beziehen, nimlich 
auf 7, so sind sie unmittelbar vergleichbar. Gauss hat sie 
(1. ¢.) fiir die Faille m=1 bis m=6 ausgerechnet und 
gefunden: = « 

Wahrscheinliche Grenzen von r: 


m= 1, 0,8453473 ee sats ee 


ere 


fey 0,6744897 J/ Ue) ete 


eee 
Cr) 
Jacana PEE yu Tae on 
var) 
AUrtasae 


ae: 0 ee 


i 


m=4, — 0,5125017 ce 


ieze 0, arate 


m=—=5,  0,4655532 y= 


ey o,agogore / Ee] (1 ss 
n 


Aus dieser Zusammenstellung geht hervor, dass sich die 
Bestimmung von 7 aus dem Durchschnitt der Fehlerquadrate 
vor den andern dadurch empfiehlt, dass sie die sicherste 
Beurteilung der Genauigkeit verspricht. Dazu kommt noch, 
dass sie zusammenfallt mit derjenigen, welche aus der 
giinstigsten Hypothese iiber h hervorgegangen ist (s. Art. 51). 
Indessen ist der Unterschied zwischen den zwei ersten Be- 
stimmungsweisen ein so unbedeutender, dass man bei der 
vorausgesetzten sehr grossen Anzahl von Beobachtungen 
beide als nahe gleichwertig ansehen kann; dabei gewiahrt 
die erste den Vorteil einer sehr bequemen Rechnung. Die 
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iibrigen Bestimmungsweisen kimen, selbst abgesehen von dem 
geringeren Grade ihrer Zuverlissigkeit, schon wegen der Be- 
schwerlichkeit der Rechnungen, welche sie erfordern, kaum 
in Betracht. 

Die wesentliche Voraussetzung, auf welcher diese Resultate 
beruhen, besteht darin, dass » eine sehr grosse Zahl sein miisse. 
Ist m nur klem, dann Perot der Unterschied zwischen [|«”| | 
und nS), wie die eingehenden Untersuchungen Helmert’s*) 
gezeigt haben, nicht mehr das Gauss’sche Gesetz, und es 
verlieren somit alle weiteren Schliisse ihre strenge Geltung. 
Indessen ist die Anniherung an jenes Gesetz, wie aus der 
angezogenen Arbeit hervorgeht, eine so rasche, dass man 
auch fiir miissige » die obigen Resultate wird beibehalten 
k6énnen, ohne eine wesentliche Abweichung von den Ergeb- 
nissen der strengen Analyse befiirchten zu miissen; man er- 
langt dadurch den Vorteil emer bequemen und fiir jedes n 
gleich bleibenden Rechnung. 

Vom theoretischen Standpunkte kann noch die Frage 
interessieren, ob mit zunehmendem m die Unsicherheit in 
der Bestimmung von + wachse, wie dies oben bis m= 6 
der Fall ist, oder ob sie nicht vielleicht fiir ein héheres m 
geringer werde als fiir m—2. Bis m+ 10 ist der Aus- 
druck (8) von Jordan**) gerechnet worden und er zeigt 
bis dahin das oben beobachtete Verhalten. Nun ist der in 
der Klammer eingeschlossene, die Unsicherheit charakteri- 
sierende Zahlenkoeffizient zufolge (8) dargestellt durch 


(10) SH 
darin 
T ¢ oe | r es = 
ae aa C= ere : 


aber selbst fiir ein miassig grosses # kann niherungsweise 
—_ at — 
Pia +1)=V2ne-"e "2. 


*) Zeitschr. f. Mathem, u. Phys., XXI, pag. 192 fig. 
**) Astron. Nachr., Bd. 74, Nr. 1766, 


gesetzt werden; wendet man diese Niherung hier an, so er- 
gibt sich fiir (10) die Darstellung 


eV2./1 s2m—1\n— 1 
m All m—1 ) y 


aus welcher deutlich zu entnehmen ist, dass jener Zahlen- 
koeffizient mit m bestiindig wachse*). 


56. Die eben vorgefiilirte Bestimmung von h und r war 
eine apriorische, d. h. sie -geschah unter der Vorstellung, 
dass die Beobachtungen noch nicht ausgefiihrt, die Fehler 
nicht bekannt sind. Stellt man sich dagegen auf den Stand- 
punkt, dass die Fehler gegeben und somit [|e”|] eine be- 
kannte Grésse ist, dann wire die beste Hypothese iiber h 
diejenige, fiir welche die Wahrscheinlichkeit der wirklich 
beobachteten Summe ein Maximum wird. Nun war der Glei- 
chung (1), Art. 53 zufolge die Wahrscheinlichkeit, dass die 
Potenzsumme nS + zg sei, 


ge 


dz (2m) _ g(m)?) 
w(nS™ + z)dz — : Cc an(s S . 

; Vexn(se™) — sr) : 
setzt man hierin nS@™ + z= [|e™|] und fir S@™, SC™ die 
Werte (3), Art. 55, so ergibt sich, dass die Wahrscheinlich- 
keit der gegebenen Potenzsumme [|¢”|] proportional ist 


([\e™| ]n™—na)? 


he 2n (8 — a?) 


sie wird demnach ein Maximum in Bezug auf h fiir 


bbe ilies esa pom — olle™/J Hoe siaiat 
n(B — a) fie Liar; 


die brauchbare Lésung dieser Gleichung ist 


= ae sot ae ee 


je grosser », desto mehr nahert sich die Losung der Be- 
stimmung 


™ 


hn na 


ei 


*) Helmert, |. c. pag. 213. 
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welche sich aus der Gleichsetzung von [|¢”| ] mit semem wahr- 


scheinlichsten Werte 1 ergibt, so dass auch aus 


diesem Gesichtspunkte die vorhin erérterte Bestimmung von 
h und r fiir ein grosses n die beste ist. Fiir kleme n be- 
steht allerdings zwischen der besten Hypothese und der- 
jenigen des vorigen Artikels, welche die bequemste Rechnung 
gibt, ein Unterschied; doch scheinen sich beide einander, wie 
Helmert*) gezeigt hat, so rasch gu nahern, dass man aus 
diesem Grunde und um komplizierte Rechnungen zu um- 
gehen, bei der letzterwihnten Hypothese und speziell bei 
der Rechnung mit Fehlerquadraten als der absolut giinstigsten 
bleiben wird. 

57. Die zweckmissigste Methode behufs Bestimmung der 
Prazision aus einer endlichen Anzahl von Beobachtungs- 
fehlern besteht also darin, dass man den Durchschnitt der 
absoluten Werte irgend einer Potenz der Fehler dem strengen 
Durchschnitt der betreffenden Potenz der Fehler gleich setzt. 
Man gelangt dadurch zu den Formeln (7), Art. 52, unter 
welchen diejenige, welche mit den Fehlerquadraten rechnet, 
die giinstigste ist, einerseits weil sie dem Zusammentreffen 
der Fehler die grésste Wahrscheinlichkeit a priori verleiht 
(s. Art. 51), andererseits weil sie die kleinste Unsicherheit 
befiirchten lisst (s. Art. 55). 

Um den Fehler der Gleichung 


(1) Ue™ll gem 


moglichst eimzuschranken, also die Summe [|e”|] dem Be- 
trage nS méglichst nahe zu bringen, hat Bertrand**) 
vorgeschlagen, [|e”|] mit einem konstanten Faktor x, zu 
versehen und diesen so zu bestimmen, dass der Durchschnitts- 
wert des Ausdrucks 


(mL |e” |] ae n Sim)? 


ein Minimum werde. Dieser Durchschnittswert ergibt sich 
aus der Hntwicklung 


*\ 1. '¢., pag. 215, ~ 
**) Cale. des Probab., arb, 153— 154; Compt. rend., CVI, pag. 440 flg. 


se 
eee] + [le”| le7"| J) wi: 2NXm SL |e |] + 2S (m2 (i<*’) 


nach dem Vorgange, welcher in Art. 54 beobachtet wurde, 
und ist 


“2 (n Sem + n(n — Lee — 21? mS? + 2 Gm? » 


m 
er erlangt sein Minimum fiir 
. nim? 
(2) teas aay oe a 
ser + (n—1)8 
Fiir m= 1 ergibt sich unter Anwendung der Formeln (6). 


Art. 52 


" 
(3) toe ieee ies 
n+ 5 
und ftir m= 2? 
(4) is ee 
so dass man statt der einfachen Formeln 
sl ee a le eae 
nN hVx’ n 2h? 


zu setzen hatte 


(5) = Eee, EN 


(6) in 


um den Durchschnitt des Quadrats der Differenz aus den 
beiden Teilen der Gleichung (1) so klein als méglich zu 
machen. Wie man bemerkt, riickt mit wachsendem n der 
Faktor x, der Hinheit und damit die korrigierte Formel der 
urspriinglichen immer niéher. 


58. Statt bei gegebener Summe der Fehlerquadrate den 
wahrscheinlichsten Wert von h zu wahlen, kénnte man etwa 
dem wahrscheinlichen Wert, d. i. dem Durchschnitt aller 
moglichen Werte von h, den Vorzug geben, oder auch dem- 
jenigen Wert, welcher sich aus dem wahrscheinlichen Werte 
von h® ergibt. 

Bei gegebenem [ee] ist die Wahrscheinlichkeit eines be- 
stimmten Wertes von hf, wie in Art. 51 gezeigt worden ist, 
proportional 
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hve les ; 

wenn ” die Anzahl der Beobachtungen bezeichnet; es kann 
demnach die Wahrscheinlichkeit, dass das Prizisionsmaass 
einen zwischen h und h-+ dh gelegenen Wert habe, unter 
der stillschweigenden Voraussetzung, dass a priori alle Werte 
von / gleich wahrscheinlich sind, durch 

Che—P el dh 


ausgedriickt werden; der Koeffizient C ist der Forderung 
C fhreweaah ==] 
0 


gemiss zu bestimmen, welche besagt, dass h notwendig eine 
positive Zahl sein miisse. Setzt man h?[ee] = +t, so folgt 


nach einfacher Rechnung 
n+1 


2.82] aes 
C= ss 
m+1 
ta 
Der wahrscheinliche Wert von h aber ist ausgedriickt 
durch 


ao 
Of bette Mende, 
5 


jener von h? durch 


Of ie aa ak an LG A 
i 


und dies fiihrt mit der oben gebrauchten Transformation 
und nach Hinsetzung des Wertes fiir C zu den Bestimmungen 


Mh) = 2S 


Man kann aber fiir ein miissig grosses 2 niherungsweise 


ade) [93h 
Det Wea V2me-*n, 3 
setzen und erhalt so fiir M(h) den Approximativwert 
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welcher mit wachsendem » dem walrscheinlichsten Wert 


von h, niimlich 
es n 
2[ee| 


v n : . 
sich nihert, weil aa gegen die Grenze e~1 konvergiert. 


Dieselbe Bemerkung gilt beziiglich M(h?). Es fallen also 
fiir grosse Werte von » auch diese Bestimmungen mit der 
wahrscheinlichsten zusammen. 

59. Gauss*) erwihnt eines Verfahrens zur Beurteilung 
der Genauigkeit einer Beobachtungsreihe, speziell zur Be- 
stimmung ihres wahrscheinlichen Heblors, das inséfern ein 
theoretisches Interesse hat, als es sich nicht wie die friiheren 
auf simtliche Fehler, sondern auf einen einzelnen unter ihnen 
und seine Stellung zu den iibrigen stiitzt. Gauss hat nur 
die beziiglichen Resultate angegeben; die von Lejeune- 
Dirichlet herritihrende Begriindung hat Encke**) mitgeteilt. 

Die Wabhrscheinlichkeit, dass bei n =k -+1-+ 1 Be- 
obachtungen gleicher Genauigkeit, deren Fehler dem Ex- 
ponentialgesetz folgen, & Fehler zwischen O und ¢, ein Fehler 
zwischen ¢ und ¢-+ dt, und / Fehler iiber ¢-+ dt, durch- 
wegs dem absoluten Werte nach und in irgend welcher 
Reihenfolge sich ergeben, ist dargestellt durch 


(1) ut —u)idu, 


wenn 


ht 
(2) um frat 
5 


ist; in der That ist der letztere Ausdruck die Wabhrschein- 

lichkeit, dass der absolute Wert eines Fehlers zwischen 0 

und ¢, und das auf ¢ beziigliche Differential hiervon 
2h 


du = —— edt die Wahrscheinlichkeit, dass er zwischen ¢ 
4 


und ¢-+ dt liege, daher 1 — u — du die Wahrscheinlichkeit, 


*) Zeitschr. fir Astron. u. verw. Wissensch. J, pag. 185 fig. 
**) Berliner Astron. Jahrb., 1834, pag. 294 fle. 
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dass er ¢-+ dt iibersteige; damit ist die Richtigkeit des Aus- 
drucks (1), bis auf Gréssen von der Ordnung dw, erwiesen. 

Man kann nun, vor Ausfiihrung der Beobachtungen und h 
als bekannt voraussetzend, die Frage nach dem wahrschein- 
lichsten Werte jenes Fehlers richten, welcher in der nach 
wachsenden Absolutwerten geordneten Reihe den k + 1%" Rang 
einnimmt; es ist dies jener Wert von ¢, welcher (1) zu einem 
Maximum macht; er hingt von h,» und dem Verhiltnis k:1 ab. 

Ist umgekehrt die Fehlerreihe gegeben und in der an- 
gedeuteten Weise geordnet, h dagegen unbekannt, so kann 
man nach dem wahrscheinlichsten Werte von h, d. i. nach 
demjenigen Werte fragen, welcher dem Hintreffen des wirk- 
lich beobachteten (k + 1)*" Fehlers die grésstmégliche Wahr- 
scheinlichkeit verleiht. Da diese Wahrscheinlichkeit, voraus- 
gesetzt, dass a priori alle Werte von h gleich wahrscheinlich 
sind, proportional ist dem Ausdruck (1), so gibt die Be- 
dingung fiir das Maximum dieses Ausdruckes in Bezug auf h 
einen Zusammenhang zwischen h und dem herausgegriffenen 
Fehler und damit eine Bestimmung der ersteren Grosse. 

Die Bedingung fiir das Maximum von (1) in Bezug auf ¢ 
lasst sich leicht in die Form 


0? u 

k 1 at 

wu rau (ea) ats 
ot 


und die Bedingung fiir das Maximum desselben Ausdruckes 
in Bezug auf h in die Form 


bringen; setzt man aber n, k, / als sehr grosse Zahlen gleicher 
Ordnung voraus, so kann in beiden Gleichungen das dritte 
Glied neben den beiden ersten vernachliissigt werden, so dass 
sie zusammenfallen in die eine 


k all Rae 
Tp sean 

k 
aus welcher u = -— 5 


k ab 


tes i. : k 
folet, wofiir niherungsweise a5 8°: 


ce ee 


setzt werden kann. Hs sind demnach die Lésungen der beiden 


oben umschriebenen Aufgaben enthalten in der Gleichung 
ht 


‘ 2 Cae 5 k 
(3) 7S ¢ ‘di=—, 
0 


welche unter Berufung auf das Bernoulli’sche Theorem 
unmittelbar hitte angeschrieben werden kénnen. 

Von besonderem Interesse ist der Fall k =1; der Fehler ¢ 
ist dann unter den n = 2k + 1 Fehlern der mittelste; sein 
wahrscheinlichster Wert folet bei gegebenem h aus der Glei- 


chung 
ht 


e 2 G 1 
a ee 
= 2 


0 


ist somit ¢ = + ==r oder der wahrscheinliche Fehler 
der Beobachtungsreihe. Umgekehrt ergibt sich bei gegebenem ¢ 
der wahrscheinlichste Wert des Prazisionsmaasses h=— und 
hieraus der wahrscheinlichste Wert des wahrscheinlichen 


Fehlers = ==. 
U 


Dies gibe also eine sehr einfache Bestimmung des Pri- 
zisionsmaasses oder des wahrscheinlichen Fehlers. Um die 
Genauigkeit derselben zu priifen, halten wir uns an den ersten 
fiir die analytische Darstellung bequemeren der beiden oben 
unterschiedenen Falle*) und suchen die Wahrscheinlichkeit, 
dass der mittelste Fehler ¢ zwischen den Grenzen 7 — 0 und 
ry + 0 eingeschlossen sei, unter 0 eine Grésse von der Ord- 


nung Ee verstanden. Diese Wahrscheinlichkeit ist vermége 


nN 
(1) dargestellt durch 
(4) oe fea — udu, 


wobei w,, wu, die den Werten » — 0 und r+ 0 von ¢ ent- 
sprechenden Werte von w sind; zufolge (2) ist also 


*) Den zweiten Fall, selbstverstindlich mit den niimlichen Resul- 
taten, hat Rebstein behandelt: Uber die Berechnung der Priazision 
einer Beobachtung etc., Frauenfeld, 1873. 
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h(r—0) br 


2 2hd 2 1 PN DO) 35) 
ee e-? Beil. ue e-"di— ( pa ee No oe 
Vu Vu 2 Va 

0 
OMY 
a1 8 ee, 
Va 


wenn man bei der Entwicklung der Integrale nach Potenzen 
von 0 mit der ersten Potenz abbricht, 
Setzt man zur Abkiirzung 
(5) ; oe CoO aes 
und fiihrt an Stelle von w die neue Variable v ein mittelst 


der Gleichung 
1 v 


4, = + = 
2 a 2VK’ 
so wird 
1 v 
l—4=>— 
2 2Vk 
1 1 : 
und es entsprechen den Grenzen 9 — % @ + von w die 


Grenzen — 2aeVk und + 2aVk von v; in Folge dessen 
kommt (4) gleich 
2aVk 


(Qh)! ek-+1 v2\k 
kik mya (1>%) Gee 


Mit Hilfe der Stirling’ he Formel aber ergibt sich ftir 


\ 9, 2k 2 k ‘ 
| der Naherungswert ee fiir ce kann mit dem- 
selben Grade der Naherung e~” gesetzt werden; und wenn 


~ setzt, so wird 


2aVk 
Cw 
va 
die Wahrscheinlichkeit, ands ¢ zwischen den Grenzen r — 0 
und + -+ 0, d. i. im Hinblick auf (5), zwischen den Grenzen 


2h+1 
k 


man noch 2 fiir 


eingeschlossen sei. Fiir die wahrscheinlichen Grenzen von ¢ 


wird 2aVk = 9, folglich « = VE sie lauten daher 
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— eV xe® 


r — 
as 4AhVk 
Schreibt man > fiir k (approximativ), so kann den Grenzen 


von ¢ die Form nD 
(6) Gia ee) 


gegeben werden. Umegekehrt sind bei gegebenem J, bis auf 


x 1 
Gréssen der Ordnung a 


Fr 
= nV | 
i “ (1 a 
G + hae 
die wahrscheinlichen Grenzen von 7, und nach Ausrechnung 
se 

des numerischen Koeffizienten a lauten sie: 
(7*) (1 = arses 

Vn 


Hieraus erkennt man, dass diese Art der Bestimmung 
des wahrscheinlichen Fehlers den beiden gebriuchlichen aus 
[\e|] und [ee] an Genauigkeit weit nachsteht, ja dass sie 
noch ungenauer ist als die Bestimmung aus [é°], indem sie 
zwischen diese und die Bestimmung durch [|e‘|] sich stellt 


(s. Art. 55). 


60. Als Vorbereitung fiir die Untersuchungen des fol- 
genden Paragraphen lésen wir zwei Probleme, deren erstes 
folgendermaassen lautet: 

Es ist die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, dass die 
Summe von ” wahren Beobachtungsfehlern, welche dem Ge- 


setze ee e—”® folgen, eingeschlossen sei zwischen den 
Tw 


Grenzen w und u+ du. 


Sind ¢,, &, ... & die Fehler, [e] ihre Summe, so ist 
die Wabhrscheinlichkeit des Bestehens der Relation 
(1) u<le)<u+t+du, 


welche Wahrscheinlichkeit mit w,,(w)du bezeichnet werden 


moége, dargestellt durch das nfache Integral 
Czuber, Theorie der Beobachtungsfehler. 10 
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ausgedehnt tiber das durch die Relation (1) bezeichnete Ge- 
biet. Um die Grenzen der einzelnen Integrationen unabhingig 
za machen von dem Integrationsgebiet (1), ftihren wir den 
Diskontinuitatsfaktor 


we “cos ([e] — u)od@ 


0 4 


ie) 


ein, welcher die Higenschaft besitzt, fiir alle Werte von [e], 
welche der Relation (1) nicht geniigen, zu verschwinden, da- 
gegen fiir alle Werte, welche mit dieser Relation im Hin- 
klange stehen, der Hinheit gleich zu sein (s. Anmerkg. zu 
Art. 33). Dadurch ergibt sich, weil nun alle Integrationen 
iiber das ganze Fehlergebiet ausgedehnt werden diirfen, fiir 
v,(wdu die Bestimmung 


(2) Vr(ujdu 


Saar fof fetes (Le 0) Ode, de,--de,d9 
TT. 
—wn—n —w0 


und es ist somit*) 


OD © 


(3) dn(u)= n(2 ad f f e—lel+(l1—w OV—1 de dg, -- -dé,@@). 
—o 0 


Die in poe auf die einzelnen ¢ vorgeschriebenen Integra- 
tionen lassen sich unmittelbar ausfiihren, und es ist ohne 
Riticksicht auf den Zeiger**) 


- Wie tiblich, bezeichnet das einem Ausdruck vorgesetzte , 
dass der reelle Bestel dieses Ausdruckes zu nehmen ist. 


% : =a @V—1\" O? 
**) Wegen hte — eI = (he — fe ) os ist 


oa) 


ao 
cl) Sa Le Aer c) (: } a) V=t ) 
—)22+L@ we 4)? ri it oh 
degree +e tee e 2h ds; 


—o —n~ 


@V—1 


mit der Substitution he — — a =t wird aber das Integral rechter 


Hand gleich 


ce ee 


r) Va (2 
2.2.1 @cV_ ae 
ew € +OsV~—i ds — S e 4n* , 
- : 


— 


folglich geht Gleichung (3) iiber in 


wo 


ive) 
co iG. — 7.0 
oa( 1 peel 1 te 
Wn(u) = hl — € , &9 j=— e cosu@d@; 
via 14 
0 . ) 


0 


fiihrt man das Integral nach der in Anmerkung zu Art. 38 
entwickelten Formel aus, so wird schliesslich 


hu? 
h 


(4) | Wn (wu) = Vax eg ene, 


Der wahrscheinlichste Wert von [e] ist demnach fiir jedes n 
gleich Null. 


61. Das zweite Problem geht dahin, die Wahrschein- 
lichkeit zu bestimmen, dass die Quadratsumme von n Be- 


obachtungsfehlern, welche dem Gesetze _¢-¥* unterworfen 
14 


sind, zwischen den Grenzen wu und u + dw eingeschlossen sei*). 
Wir beginnen mit den einfachsten Fallen und bedienen 
uns einer der friiheren konformen Bezeichnung. 
Die Wahrscheinlichkeit, dass das Quadrat eines Fehlers 


zwischen den Grenzen O und w liege, ist ausgedriickt durch 


h ie 

2 i 2 

el ede: 
wf 


0 


das in Bezug auf uw gebildete Differential dieses Ausdrucks 


so dass 
iva) so (2 


4 ~PepOy=1,,_V™, i 
h 
*) Vel. Helmert, Zeitschr. f. Math. u. Phys., XXI, pag. 202. 
10* 
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gibt die Wahrscheinlichkeit, dass uw < «?<u-+ du, sie ist 
demnach gleich 


1 
(1) y, (u)du = a va 2 e- wudy. 
w5 


Die Wahrscheinlichkeit, dass die Summe der Quadrate 
zweier Fehler ¢,, ¢, zwischen den Grenzen 0 und w liege, 
ist dargestellt durch das Doppelintegral . 


h? ]2 2 2 
2a) fe A Fade dé, 


ausgedehnt iiber das Gebiet O<«¢,?+ 6?<u; fasst man 
€,, & als rechtwinklige Koordinaten eines Punktes auf, so 
ist das Integrationsgebiet eine Kreisfliche vom Halbmesser V u, 
und die Hinfiihrung von Polarkoordinaten verwandelt diesen 


Ausdruck in 
; Vu 
4h? ( Ge OT. ae 
an on a rdy == 1 —e—**. 
0 0 


das Differential hiervon ist die Wahrscheinlichkeit fiir 
ue? + &? <u + du und lautet 
(2) Wp, (ujdu = h?e—”udu. 

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Quadratsumme dreier 
Beobachtungsfehler ¢,, s,, ¢, in dem Intervall 0 bis w lege, 
ist durch das Raumintegral 


h 3 s 2 2 2 
(Fey ff Powerrererde, degde 
IU 


mit dem Integrationsgebiet O< ¢,?-+ s,?-+ ¢,?><w bestimmt; 
dieses Gebiet ist aber, wenn man &, &, & als orthogonale 
Raumkoordinaten eines Punktes auffasst, durch den Raum 
einer Kugel vom Halbmesser Yu dargestellt, und die Hin- 
fiihrang réumlicher Polarkoordinaten 7, gm, 0 gibt 


mt mt 
2 2 Vu 
h 3 ry r . r Pa 
8( 55) dg | sin ddd | mich ca 3 
Va : 
0 0 0 
Vu 
V1 1 ry 
2h 2 : Aes 
ae = | = gee a Ca a nels 
Vx 
e 
0 


rola 
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das Differential hiervon gibt die Wahrscheinlichkeit, dass 
wert a? +e? << u+ du, nimlich 
a 

‘ 2 
(3) v;(u)du = te ur e—*Pudu, 

Um nun auf vier Fehler ¢,, &, &, & tiberzugehen, 
setze man ¢,7>-+ «”? =a, «+ ¢2—=y und hat dann als 
Wahrscheinlichkeit, dass «2? + ¢? +6? +e? =a+ty 


zwischen O und w enthalten sei, vermége (2) den Ausdruck 


it ff @+y da dy, 


das Doppelintegral auf das Gebiet 0 <x + y <u erstreckt; 
dies gibt aber” 


u Ge aera 


Mt fe Ga “de | ¢ Cala Cn ee 
0 0 
und nimmt man das Differential in Bezug auf u, so folgt 
(4) wy, (udu = hiue—""du 


als Wahrscheinlichkeit dafiir, dass 
u<e? + 6? + 2? + 8? <u + du. 
Die Ausdriicke (1) bis (4) kénnen in der allgemeinen 
Formel 


se ae 


(5) W,(u) du = Eiee wen udu 
aS 

zusammengefasst werden. Um ihre Allgemeingiltigkeit zu 
erweisen, nehmen wir sie fiir als bestehend an und zeigen, 
dass sie dann notwendig auch fiir 7 + 2 gelte. Wir setzen 
zu diesem Ende ¢,° -—- +++ -( & =, 6), +8, =y und 
haben fiir die Relation 0 < ¢” +--+: + 63... <u die Wahr- 
scheinlichkeit ees: (5) und (2)) 


uU—ex 


2 1 
rc af a fae 
ae 3 
oe Ale xo? e—Pe dg — 2% e—¥u 
(3) : 
2 e 
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daraus ergibt sich durch Differentiation in Bezug auf w und 


mit Hilfe der Bemerkung, dass > i (2 te = 


n 


2 
— hu 
— f, O f t 
r(ut 2 u eC dt 
2 
in Ubereinstimmung mit (5). Da nun letztere Formel fiir 
nm = 1, 2, 3, 4 erwiesen ist, so gilt sie allgemein*). 


n+2 


Wn +2 (1) p= 


*) Nach der im vorigen Artikel befoleten Methode wire un- 
mittelbar 


ap (W)du= (-) Re Sh ve J f el] gos ([ee]—u) Ode, de, de, dO, 


n—n —n0 


oder 


v4) = ie Ve Vf f J Ie elec] OV —Ige ds, ude 49); 


—n— 0 —n0 


die Integrationen, welche auf die « sich beziehen, kénnen getrennt 
werden und jede derselben gibt, mit Unterdriickung des Zeigers, 


ao 


‘ Coe Va 
Vee oyaa 


EZ 


(a) 


wodurch sich der eigen Tatenie te Ausdruck yerwandelt in 


ie 
a Vae— oy—ip 


ne oat x Wu—u@V—1 5 a 
ek 7 e ae —————— dh? u— uy — 1) : 
V(heu —uoy—1)* 


die Vergleichung dieses Resultates mit (5) zeigt, dass 


W2u—u OV—1 ( ) = 
: —— d(hiu — w@V— 1 eA 
a ies 1, — vO Vaan y ip r(: ) 


om “LOU oe 


§ 8. Beurteilung der Genauigkeit einer Beobachtungsreihe 
auf Grund der scheinbaren Fehler. 


62. Die Untersuchungen des vorigen Paragraphen haben 
insofern ein vorherrschend theoretisches Interesse, als die 
Voraussetzung der Kenntnis der wahren Fehler selten zutrifft. 

Der praktisch am hiufigsten vorkommende Fall ist der, 
dass statt der wahren Fehler die Abweichungen der einzelnen 
Beobachtungen von dem fiir die Unbekannte aus den letzteren 
abgeleiteten Werte, also von dem arithmetischen Mittel ge- 
geben sind. Wir wollen diese Abweichungen im Gegensatze 
zu den wahren die scheinbaren Fehler nennen*). 

Wir werden von jetzt ab, wie es iiblich ist, zur Schitzung 
der Genauigkeit statt des Prizisionsmaasses h des mittleren 
Fehlers uw oder des durchschnittlichen Fehlers ® uns be- 
dienen, aus welchen der wahrscheinliche Fehler mit Hilfe 
der Formeln 


r = 0,6744897 w = 0,8453473 9 


berechnet werden kann, die sich durch Verbindung der Glei- 
chungen (6), Art. 52 mit Gleichung (3), Art. 46 ergeben. 
Der wahre Wert der beobachteten Groésse sei X, die Be- 


obachtungsergebnisse seien J,, J,, ... U,, ihr arithmetisches 
Mittel 7 = ~ so dass 

(1) g=—/1,+xX 

den wahren, 

(2) 4,=—-—t4+2 


den scheinbaren Fehler der Beobachtung J/; bezeichnet; 
zwischen den letzteren besteht die Beziehung 


(3) [A] = 0. 
63. Aus n wahren Fehlern ¢,, &, ... &, ergibt sich die 
wahrscheinlichste Bestimmung des mittleren Fehlers 


*) Bei den franzésischen Geometern ,,erreurs présumées oder 
,erreurs apparentes“, bei den englischen ,,residuals“, bei den ita- 
lienischen ,,scostamenti‘. 
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Sind statt dessen blos die scheinbaren Fehler 4,, 4,,... An 
gegeben, so kénnte in der Voraussetzung, dass sie nur sehr 
wenig von den wahren sich unterscheiden, [ee] durch [22] 
ersetzt werden; wie sich gleich zeigen wird, gibe dies einen 
zu kleinen mittleren Fehler und daher eine Uberschiitzung 
der Genauigkeit. Denn es ist allgemein 


Coca i xX — wv, 
folglich 
fe] — [A] = n(X — 2) 


und wegen [A] = 0 


(2) ASE By , 
daher 

(3) hae 
und 

(4) [Aa] = [esp — EL. 


In der That ist also [AA] < [ee]. 

Um zu einer genaueren Bestimmung von wu zu gelangen, 
sucht man den durchschnittlichen Wert der rechten Seite 
von (4) und setzt [AA] diesem Mittelwerte gleich. Nun ist 


M([ee]) = nu, 
weil der Mittelwert eines jeden «* gleich wu? ist, und 
M(sh) = Mee +lae)—ne, Sd. 
weil der Mittelwert eines jeden ¢ gleich Null ist. Dies gibt 


[AA] = (n — 1)u?, 
woraus 


5 SPER 
(5) w= al. 

Die Bildung von [AA] kann entweder direkt durch Be- 
rechnung der einzelnen A oder indirekt mit Hilfe der Be- 
obachtungsresultate allein erfolgen. Aus -Gleichung (2), 
Art. 62 folgt nimlich 


[Aa] = (le) = 2 [le et 
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und wenn man fiir x das arithmetische Mittel einsetzt, weiter*) 
(aa) = (uy — EF. 


64. Die eben entwickelte Ableitung der Formel (5) ist 
nicht einwurfsfrei. Es kann bedenklich erscheinen, die 
Summe [¢;¢;'] deshalb zu vernachlissigen, weil ihr Mittel- 
wert Null ist**). Zu diesem Schlusse wire man gewiss 
berechtigt, wenn es sich um eine Grésse handelte, welche 
bestiindig dasselbe Zeichen hat; ist der wahrscheinliche 
Wert einer solchen Grésse sehr klein, so ist es mit grosser 
Wabhrscheinlichkeit die Grésse selbst auch; denn ein sehr 
kleiner Mittelwert kann in diesem Falle nur dadurch ent- 
stehen, dass die grésseren méglichen Werte der Grésse mit 
sehr klemer Wahrscheinlichkeit begabt sind. Anders aber 
verhalt es sich, wenn die betreffende Grésse ihr Zeichen 
wechseln kann, wie es bei dem Produkt ¢;«;, der Fall ist; 
hier kann ein sehr kleiner oder auch der Mittelwert Null 
zu stande kommen, auch wenn grosse Betriige mit grosser 
Wahrscheinlichkeit zu erwarten sind, wenn nur positive und 
gleich grosse negative Werte gleiche Wahrscheinlichkeit haben. 

Tn diesem Zweifel wird man durch folgende Erwigungen 
noch bestirkt. Gesetzt, die Anzahl der Fehler sei 2k, so 
ist die wahrscheinlichste Verteilung derart, dass & Fehler 
positiv und & Fehler negativ sind; und dieser Verteilung 
entsprechen k? negative und k(k —1)=—k? —k positive 
Produkte, erstere also in der Uberzahl, so dass eher ein 
negativer Wert von [¢¢'] zu vermuten wire. 

Nimmt man andererseits an, dass k + / Fehler positiv 
und k-+ / Fehler negativ sind, so betragt in beiden Fallen 
die Anzahl der negativen Produkte k? — /?, die Anzahl der 
positiven Produkte hingegen 


+ b—Db-1-Y+564)h+1-1) =" +P, 


und die erstere iibersteigt die letztere, wenn 


*) Auf diese Formel hat bereits Fourier 1824 die Beurteilung 
der Priazision des arithmetischen Mittels gegrtindet, jedoch [44] mit 
[ee] als gleichwertig angesehen. Bull. des scienc. mathém., II, pag. 88 fig. 

**) Bertrand, Cale. des Probab., art. 160 und 162. 


== 1p 
Pi Shea 


ie 
l< Vy, 
d. h. beispielsweise bei 100 Fehlern, wenn die Abweichung / 
weniger als 5 betrigt. Die Wahrscheinlichkeit dieser Grenzen 
ist, sofern k eine grosse Zahl ist, dem Bernoulli’schen 
Satze zufolge niherungsweise durch das Integral 
U 
Vikpq * 
ee (| “e-Pdt 
Va 


oder wenn 


Te, 
0 


gegeben, darin p= gq = = und | = ae gesetzt, ist daher 


Ve 


yaf oodt = 0,68 ee 


e14 


gleich 


Mit dieser Wahrscheinlichkeit also ist ein Uberwiegen der 
negativen Produkte tiber die positiven zu erwarten. 
65. Diese Zweifel werden behoben durch die strenge 
Begriindung, welche Helmert*) fiir die Formel gegeben hat. 
Die scheinbaren Fehler 4,, 4,, ... a, haingen unter 
einander durch die Gleichung 
(1) Ala” 
und mit den zugehérigen wahren Fehlern durch die Glei- 
chungen 


yee BI 
(2) hg = & — Re 
An == En — te 


nv 


zusammen; die Wahrscheinlichkeit fiir ihre Koexistenz ergibt 
sich aus der Wahrscheinlichkeit 


*) Astron. Nachr., Bd, 88, Nr. 2096—97, — Vgl. auch ibid, Bd. 85, 
Nr. 2039. 


a oe 
8) (75) ah ue dey dé, ok dé, M 


1g 
fiir das Zusammentreffen der wahren Fehler, indem man 


&, &, +». & mittels der Gleichungen (1) und (2) eliminiert 
und den gewonnenen Ausdruck in Bezug auf die Variable 


ET y fiir alle zulissigen Werte derselben, d. i. zwischen 
den Grenzen — co und + oo integriert; denn es kann ein 


System 4,, 4,,... 4, aus unendlich vielen verschiedenen 
Systemen wahrer Fehler hervorgehen. Man hat hiernach 
in (3) zunichst die Substitution 


“ & =A, +4 
é& =A,+u 
En1==An1 + U 
E, = —A,—A—- —Aate 
durchzufiihren; dieselbe ergibt 
[es] = [AA] + ne? 
und an die Stelle von dé, de,... dé, tritt 
|J|da,da,...da,rdu, 


wenn J die Determinante obiger Substitution bezeichnet; es 
ist also 


FO eae. Lae 
cee 


wie man sich leicht tiberzeugt, indem man die » — 1 ersten 
Zeilen zur letzten addiert; demnach geht (3) tiber in 


n Rey SBC Nal Gay Wy Wee Fe 7 17, 


und die Wahrscheinlichkeit fiir das Zusammentreffen der 
scheinbaren Fehler 4,, 4,,... 4, wird gleich 


oO 


h \n x ae 
n a enh MAA, aiete Tn f eT nu du, 
4 
—n 
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d. i, nach Ausfiihrung der Integration 


(4) Vn (Fay henda, ei Aabs. 

Va 

Wenn nun [AA] gegeben, so ist die Wahrscheinlichkeit 
einer Hypothese tiber h dem Ausdruck 


jr—1e- BA 


proportional und als wahrscheinlichste Bestimmung hat die- 
jenige zu gelten, welche diesen Ausdruck zum Maximum 
macht, fiir die also 
(n — 1)h"—? — 2h[ada] = 0; 
dies aber gibt fiir a =u die Bestimmung 
ee za 
in Ubereinstimmung mit dem Resultate in Art. 63. 


66. Eine andere Ableitung der klassischen Formel er- 
gibt sich aus der Beantwortung der Frage: Welches Gesetz 
befolgen die scheinbaren Fehler 2, wenn die wahren Fehler ¢ 


h P : 
dem Gesetze —= e—”* unterworfen sind?*) 


Va 
Die 7 der Gleichungen (2), Art. 65, namlich 


| 
U v n 
kann, wenn man [e] — ¢; =v setzt, auf die Form 
if; == It v 
(I) hi ce rg Opes a 


gebracht werden, wornach der scheinbare Fehler 4; als Funk- 
tion des ihm zugeordneten wahren Fehlers ¢; und der Summe v 
aller tibrigen »— 1 wahren Fehler dargestellt ist. Da diese 
beiden Gréssen unabhiingig von einander sind, so ist, wenn 
y(e)de die Wahrscheinlichkeit eines zwischen ¢ und 
e-+ de liegenden Wertes von ¢,, 
w(v)dv die Wahrscheinlichkeit eines zwischen v und 
v + dv liegenden Wertes von v 
und 


*) Vo). d. Verf. Note in den Monatsh. ftir Math, u. Phys., Bad. I. 
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@(A)da die Wahrscheinlichkeit des zwischen den 
zugehérigen Grenzen A und A-+-d liegenden Wertes 
von A; bezeichnet, 


(2) @(A)da =| foe odedn, 


das Integral iiber alle Wertverbindungen des Gebietes 


i a v 
(3) AS s—— <i+aa 
von ¢ und v ausgedehnt. 

Fiihrt man fiir ~(v) den aus Gleichung (4), Art. 60, 
resultierendey Wert (n — 1 fiir m gesetzt) und um von dem 
Gebiet (3) unabhingig zu sein, den in der Anmerkung zu 
Art. 33 abgeleiteten Diskontinuititsfaktor 


% feo (” = =e - 2) @d@ 


ein, so wird 


@(A)dA= Seis Gr) cos(” at E— 2 = OdedvdO 


= 00 nO) 
oder 
Ry ye | 
(a= = fob fi : ‘eavd| 
—wo—o 0 


Die Integration in Bezug auf ¢ gibt (s. Anmerkg. zu Art. 60) 


ies) 


2 n—1 — == (n—1)? @ 
—IP + 2OV—1 Vu ae 
n et Le? An®h? 
fe dé ce h g 2 


—— 0) 


die Integration in Bezug auf v 


. 1 08 -— a (n—1) @ 
Se Vn—1)x — 

1 F Anh? —. 

fee m i Cee ——€ a 


demnach ist 


also schliesslich, wenn man fiir das iibrigbleibende Integral 
nach Anmerkung zu Art. 38 den Wert bildet, 


(4) CON ee peo) 


Wenn also die wahren Fehler ¢ einer Reihe von n Be- 


h : : : 
obachtungen das Gesetz Fis e—""* )befolgen, so sind die schein- 
b/4 


baren Fehler 4 einem Gesetz von der naimlichen Form, jedoch 
mit einem im Verhiltnis Yn: Yn — 1 grdsseren Prizisions- 
maass unterworfen. 

Fasst man die Reihe der 4 wie eine Reihe von wahren 
Fehlern auf, so ist a priori der mittlere Fehler dieser Reihe 
(d. i. die mittlere Abweichung einer Beobachtung vom arith- 
metischen Mittel) vermége (4) 


Been es 
ah a3 Qn ? 


hingegen der mittlere Fehler in der Reihe der wahren Fehler « 


folglich 
vt) 
(5) po aie pos 
andererseits ist auf Grund der beobachteten A 
[aa] 
a Va 


durch Verbindung dieser Gleichung mit der vorausgehenden 
ergibt sich wieder . 


. Tay 
(6) p= Vie. 
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67. Wir gehen nun dazu tiber, die Genauigkeit der 
Formel (6) zu schatzen, und bentitzen als Maassstab_ hierftir 
den Mittelwert von 


welchen wir als das Quadrat des mittleren in der Bestim- 
mung (6) fiir w? zu PON GEST Fehlers bezeichnen wollen. 
Nun ist 


(22, — pi — GL 2 wt 


und weil mu (lt La L) uw ist, so wird 


(2) = a(())— 


Bei Bestimmung des ersten Gliedes der rechten Seite 
muss auf die wahren Fehler rekurriert werden. Es _ ist 


(s. Gleichung (4), Art. 63) 


(tet led — fee] 
UT oe OE : » GS*) 
somit 
[aap pew eel [ee] e;8,, [e;8/]? } 
() VE 2 Bary ene) 
weil nun [ee]? = [e*] + [e,?¢,7] und a = 3u* der mittlere 


Wert eines jeden «* (s. Gleichungen (6), Art. 52), w* der 
mittlere Wert eines jeden ¢,?¢; ist, so hat das erste Glied 


der rechten Seite den Mittelwert a a e = das zweite 


Glied verschwindet bei der Mittelwertbildung wegen des 
Faktors [é¢;']; das dritte Glied endlich a wegen [¢€;8,’]? 


= [e767] + [ecese:é;”] den Mittelwert et so dass 


n(n 
( [24] ) __ 8e* , (m— 1p apie 
mu (4) i ls n SF) 
Durch Hintragung dieses Wertes in (1) ergibt sich also 


fiir das Quadrat des mittleren Fehlers der Gleichung uw? = aH) 


Was | 
der Ausdruck 
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2 2ia* 


( +o + eg t= SS, 


fiir den mittleren Fehler selbst der Wert -+ w’ a, so 


dass man in 


) wm V4) 


die mittleren Grenzen von w® und, ein ‘grosses ” voraus- 


gesetzt, 10 


: - / es = “(14 +Vam a 


die hae mittleren Grenzen von w hat. 


68. Der eben vollzogene Ubergang von der Formel (2) 
zur Formel (3) ist nicht mehr zulassig, wenn m eine kleine 
Zahl ist. Von diesem Mangel wird man frei, wenn man 
unmittelbar den mittleren Fehler der Formel 


(1) p= Lia) 


n—1 


selbst sucht*); sein Quadrat ist der Mittelwert des Ausdruckes 


A Ne [24] 
(2) (UA2E ay) == 2 oe 
Das erste Glied gibt bei der Mittelwertbildung 
(3) ieee = )= = W; 


es bliebe also noch M(V[4a]) zu bestimmen, und dazu 
ist die Kenntnis der Wahrscheinlichkeit erforderlich, dass 
u<[as] <u + du sei. 

In Gleichung (4), Art. 65, ist fiir die Wahrscheinlich- 
keit eines Systems 4,, 4,, ... 4, der Ausdruck 


Vn Cale! GAL CAA OM a4 


gefunden worden; demnach ist die verlangte Wahrscheinlich- 
keit durch das (n — 1)fache Integral 


0 VARY f fon fetta ta 


mit dem Integrationsgebiet w< [AA] <u + dw gegeben. 


*) Helmert, ibid, 
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Fithrt man an Stelle von 4,, A,,...d4n—1 ein neues 
System von Variabeln ¢,, f,... ¢,—1 ein durch die Gleichungen 
1 


tics V2(4, t ea, at: ; Aneto al 2 ies) 
a V A (4, 1 - i ple - ia) 
i= Velst-+ ph) 


n 
PR: | 
n—1 nm—1 n—1) 


erhebt dieselben ins Quadrat und bildet die Summe, so er- 
kennt man bald, dass alle Quadrate und Produkte der 4 mit 
dem Faktor 2 erscheinen, so dass 


[tt] = 2{ar + as fee + Ana + [Aide ]} ; 
(a<0’, 7=1, 2, ---» — 2) 
ferner ist wegen [2] = 0 
An = AL + da i bn + 2[4;40']; 
addiert man zu der vorgehenden Gleichung die aus der letzten 
resultierende 


O= a — AL ag — A — [AA] 
hinzu, so ergibt sich 
[tt] =A + ae + a = [Aa]. 
Die Funktionaldeterminante der ¢ in Bezug aut die a 
reduziert sich, wie man leicht erkeunt, auf ihr Anfangsglied 


V2, V2 vee (eee =YVn, folglich ist die Funktional- 
determinante der 4 in Bezug auf die ¢ gleich ae und es 


nN 
geht somit der Ausdruck (4) iiber in 


h\n—-1 {? > 
ee oes Pele dt dt, «> At, 4 


mit dem Integrationsgebiet uw < [¢¢#] <w + dw. 

Hiernach ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Quadrat- 
summe von ” scheinbaren IFehlern A zwischen den Grenzen w 
und «w+ dw liege, dieselbe wie die Wahrscheinlichkeit, dass 
m — 1 wahre Fehler ¢ eine zwischen den nimlichen Grenzen 


Czuber, Theorie der Beobachtungsfehler. 11 
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eingeschlossene Quadratsumme ergeben, somit nach Glei- 
chung (5), Art. 61, gleich 


n—3 


es 2 
———— u © edu; 


re) 


hieraus ergibt sich der Durchschnittswert der Grosse 


= em QP & 
(5) M(V[Aa)) == (ead / a? paw du = Je | 


no ( 
2 


mit Hilfe der Substitution h?u = v. 

Ftihrt man die Werte (3) und (5) in (2) ein, so erhilt 
man als Quadrat des mittleren Fehlers der Formel (1) den 
Ausdruck 


55 fa ee 
i jeiyafis— eatleeye 
2 


und der mittlere Fehler selbst kommt gleich 
xe Sines a (3) Vex an 
+ 4 a es | ee ab 


hiernach hat man 


pes salt LP af as 
(O)ie es V5 La a a Ae Vi- i fe! 


wobei der mit dem Zeichen -- versehene Teil des ein- 
geklammerten Ausdruckes den mittleren Fehler von w in 


ne AAl ‘ 
Hinheiten von Ve ale angibt. 
n—1 = 


Fiir ein grosses » gibt diese Formel die friiher ge- 
fundene Gleichung (3), Art. 67, als Niherung wieder; man 
hat dann nimlich mit Beniitzung der Stirling’schen Formel 


niherungsweise 


r bs 1 aera n—2? 
2 | Ses ae 
eo SS EE oe eee ‘ 
n— =) 2 n— 3 


Fiir den letzten Faktor folgt aus seiner logarithmischen 
Entwicklung 


mie <5 
peay 7 twa — 


die Hinfiihrung dieses Wertes in die Gleichung (6) gibt nach 
einfacher Rechnung, wenn man sich bei Entwicklung der 
Grésse unter dem ersten Wurzelzeichen auf Gréssen von der 


Ordnung — beschrankt, die eben erwahnte einfachere Be- 


stimmung Paes Eyeety 
(7) Seas os (1 oi (ah 


die selbst bei missig grossem m die obige kompliziertere 
vollkommen ersetzt, so dass diese nur fiir kleine » Bedeutung 
hat. Man findet fiir das mit -+- bezeichnete Glied 


nach Formel 
6 
bei n = 5 0,3465 0,3536 
10 0;2338 0,2357 
20 0,1617 0,1622 
30 0,1310 0,1313 
40 0,1130 0.1132. 
69. Die zur Bestimmung des durchschnittlichen Fehlers # 


aus den scheinbaren Fehlern 4 dienliche Formel ist zuerst 
von Peters*) aufgestellt worden. Wir geben seine Deduktion 


*) Astron. Nachr., Bd. 44, Nr. 1034. 
tis 
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in abgeiinderter Form und mit Hervorhebung der dabei ge- 
machten Voraussetzung wieder. 

Wiirden die scheinbaren Fehler 4,,4,,...4, ebenso wie 
die wahren Fehler ¢,, &, ... & dem Gauss’schen Ge- 
setze folgen, so bestiinde zwischen dem mittleren und dem 
durchschnittlichen Fehler ihrer Reihe, w’ und 8’, dieselbe 
Beziehung, welche zwischen den auf die Reihe der wahren 
Fehler beziiglichen Gréssen w und , um deren Bestimmung 
es sich handelt, stattfindet, d. h. eg wire (s. Gleichungen (6), . 
Art. 52) 

, ny 
(1) ne a We a 


ebenso wie 
: ea 
und die Bestimmung von wu’, & hatte den Gleichungen 


(3) v= Vo 


Ye 
ome AL 
(4) TS = 
gemiiss zu erfolgen. 


Ersetzt man in (3) die Summe [4A] durch ihren Mittel- 


wert (n — 1)u?, so ergibt sich das Verhiiltnis _ und zwar 


, 


PE |) Kane 
eo n ? 
i / a’ w : 
und da vermége (1) und (2) 3- = “a? 8° ist auch 
ere n—1. 
oo = n ? 


fiihrt man schliesslich fiir ®’ den in (4) angegebenen Wert 
ein, so kommt man zu dem Resultate 


”) V n(n — 1) 
70. Peters hat die an die Spitze gestellte Voraussetzung, 


dass die scheinbaren Fehler zugleich mit den wahren das 
Exponentialgesetz befolgen, weder explicit ausgesprochen, 
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noch ihre Richtigkeit erwiesen. Darum konnte die Be- 
griindung seiner Formel nicht befriedigen und veranlasste 
Helmert zu der im folgenden Artikel erérterten Neu- 
begriindung. 

Durch die in Art. 66 durchgefiihrte Untersuchung ist 
indessen die Stichhaltigkeit jener Voraussetzung dargethan; 
iibrigens lasst sich auf dem Resultate dieser Untersuchung 
eine sehr einfache Ableitung der Formel (5) aufbauen. Da 
namlich die scheinbaren Fehler dem Gesetze 


folgen, so ist bei bekanntem h der durchschnittliche Fehler 
ihrer Reihe (die durchschnittliche Abweichung einer Be- 
obachtung vom arithmetischen Mittel) 


,  1q/n—1 

SS Aieey 

hingegen ist der durchschnittliche Fehler der Reihe ¢ 
1 


> Wye 
daher 


(1) a9 Vor; 


andererseits ist auf Grund der beobachteten 2 
, a 
o = HH, 
verbindet man diese Gleichung mit der vorangehenden, so 
ergibt sich wie vorhin 
_ UA 
= = oe ey 
2) Vn(@—1) 

71. Helmert’s*) oben erwihnte Begriindung der Formel 
stiitzt sich auf die Bestimmung des Mittelwertes von [|A|]. 
Dieser Mittelwert ist aber das nfache des Mittelwertes elnes 
einzelnen A. Nun ist beispielsweise 


*) Astron. Nachr., Bd. 85, Nr. 2039. 


(1) 4) - = = sc 


und der absolute Wert davon kann durch 


wo 


(., i (1) al fie («, <a) Ad@ 


0 


dargestellt werden, weil der Diskontinuitatsfaktor 


entweder die positive oder die negative Hinheit bedeutet, 


a 


jenachdem ¢, — — positiv oder negativ ist. Hiernach hat man 


o — man-a(eyef f= 


—O —c 


7 | [e] 
Miah — aes ie — dé, ds,---dé,d@. 
—a 0 


Bezeichnet U den Wert des (2 + 1)fachen Integrals 
mit Weglassung des davorstehenden Faktors, so ist 


(3) gm = yaa ff 


io Se oh 


ie) ics) 
27 (e] 
fe] —ite)-+(s—2)oy—1 do 
of fa- nie ! dé, dé +++ dey - ar 
3 0 
Ersetzt man hier «, — el durch die in (1) angegebene ent- 


wickelte Form und zerlegt die Exponentialgrésse in Faktoren, 
welche nur von je einem ¢ abhingen, so kénnen die auf 
die ¢ beziighchen Integrationen wie folgt ausgefiihrt werden. 
Die Integration in Bezug auf ¢, gibt 


wo 
> r 
(n — ee, — —e ie? ——4 OV—1 
UI 
are e de, 
n 
ee 
—o 
#” & 
n— I ; Seeenees 2, OV—1 
are &,€ dé, 
e 
—o7 
oo 
fete, (ett nov 
oa & — fre a 0V—1 
or ya % e dé, 
n 
—n 
«n—t1 les ek aa = 
= —— P— “Rk; 
n n 


aes 
be é neve —hter2— OV—1 
fiigt man hierzuden von, abhiingigen Faktore ~ ” dé, 


so gibt die Integration nach «, 


oO foo} 
e &y = cy — 
ea —1? 2,?—= OV—1 ii —i2e2—2 OY—1 
tee Ba s de, — Ri— J ee ks dé 
n n 
e e 
aig —n 
wm 
Ape ee oy ag 
Sei a ee eae ra | 
n J 
—on 


Te, 


n 1 Cie pew 
1 PQ—Riis+ n Qf; 
multipliziert man diesen Ausdruck mit dem von e, abhingigen 


= pers OV—1 S 
Faktor e a .dé,, so treten bei der darauf folgenden 


Integration nach ¢, keine neuen Integralformen mehr auf 
und man erhalt 


n—1 3 aA EP ee RRs eye 
SRO eae 08 cto ON, 


Ui 


so fortfahrend kommt man nach Vollziehung der Integrationen 

in Bezug auf ¢,,... é—1 zu dem Ausdruck 

al aes {nm —2 
PLY _ fy : 


Ww 


Certs +- 2 or} 


und die letzte auf «, beziigliche Integration fiihrt zu 
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n—1 eat n—-2 12.0 1 2 
"=" PQrt — Bi" G8 + 8 


Sas 


(PQ — BS)Qr, 


so dass 
(4) SVs sf (PQ — Rs)Qr4 


Die vier vom Zeiger unabhangigen Integrale P, Y, R, S 
haben nun folgende Werte*): 


ca) 
5) —— (n—1)* 2 
Sap So (wn 1) Ve Oe 
Anz he 
IP EC Ce — il 
V Qn 
5 
nD 
eo eee aa al — nage AOR 
ee n ov A V1 4 nh? 
= pe de=—e 
—on 
nD 
ic) — —— ie 2 (j3 
peepee —*20V 1 Va > 
uy (Ta ( 7a 
R= e d= —~e : 
h 
a 
— 6 
ao 
) 2 
ie) al = ————— 
V xz-@ 4n?h? 
So = EC im de= —. V— 1 = 
V 2nh3 ? 


—N 


ihre Kinfiihrung in die Gleichung (4) gibt 


*) Die Integrale @, R folgen aus der in der Anmerkune 


zu 
Art. 60 abgeleiteten Formel 


iv) 


; : 
—We+treV—1 fj es 
e aeer Ca le e 4 
h 
2 


== oO) 


aus dieser aber ergibt sich durch Differentiation in Bezug auf r die 
zur Bestimmung von P und § taugliche Formel 


2h° 
(J 


Vx ae ‘i (n—1) & 
: n—l ete 4 Anh 
(av 
Fring Nears 2h n 


Dieser Wert in die Gleichung (2) an die Stelle des 
Integrals gesetzt, fiihrt zu,dem Resultate 


Vain (n — 1) 
M 
(a) =e 
Setzt man den beobachteten Wert [|A|] diesem Mittelwert 


gleich und beachtet, dass a = 9 (s. die Gleichungen (6), 
Art. 52), so ergibt sich wieder 


5 Oy ee (\a1] a 
e) Vn(n—1) 1) 
72. Um den mittleren Fehler dieser Bestimmung von 
% zu finden*), hat man den Durchschnittswert von 
Al] ‘ [41° bo ater LIAL, 2 
1 ee ») Z Zp 2 
(1) Gere 1) n(n — 1) 4 Vn(n—1) 1) a 
zu bilden. Nun ist 


¢ (a1) 

2 “Nuk — 

@) a Ge (n — =) 

Asan] (wo ¢ S k) 

m(; ier 5) i . M ee) aE ae 1) M ({\a: Ax |) 


(3) eet SS fat (aly 


n n(m — 1) 


es bleibt also der Mittelwert von [|A;A;|] oder, da jedes der 
n(m — 1) Glieder dieser Summe den namlichen Mittelwert 
hat, der Mittelwert eines dieser Glieder, z. B. von |A,a,| zu 
bestimmen. 

Mit Beniitzung emes Diskontinuitatsfaktors ist 


(4) re) 


0 


*) Helmert, Astron. Nachr., Bd. 88, Nr. 2096—97. 


ferner hat man 


1, — 1 & U 
A= n oe 
2 n n n 
©) é ” 1 u 
i == 1 - €-. = 
2 n ae n 2 n? 


wenn wu die Summe der »— 2 iibrigen wahren Fehler é,, ... &, 
bezeichnet; hierdurch erscheinen 4,, 4, als Funktionen der 
drei unabhingigen Groéssen ¢,, 6, u dargestellt, fiir deren 
Kintreffen einzeln die Wahrscheinlichkeit (s. Gleichung (4), 
Art. 60) 

h hed tare ae 


h = 
=e ads i @ @ dé eae ae 
Vu a Va Py Vin — 2) 


besteht, deren Zusammentreffen und hiermit auch das Kin- 
treffen der Werte 4,, A, mit der Wahrscheinlichkeit 


h\3 1 —i# («2-4 a?+—5) 
ee) — 7 “2-2! de.d&,du 
V2] Vn—2 

zu erwarten ist. Da nun ¢,, &,« aller Werte zwischen — co 
und -++ oo fahig sind, so ergibt sich mit Hilfe der Dar- 
stellung des absoluten Wertes von 4, A, 


(6) M(Aa)=(G=) as ye ip i pane rr 


sin (1,4,) 


6 , é, dé dud@. 


Die Einfiihrung von 4,, 4,, vw an Stelle von ¢,, &, wu hat 
auf Grund von (5) mittels der Gleichungen 


phy oy belo ebaaes isd 


n — 2 
a, +4, + wu 
Rate cy ele er ee 
U =u 


zu geschehen; die Determinante dieser Substitution ist 
a 1 at | 
tee a 
te | hove 1 
UM—2° N— 2 N— 2 
0 0 1 | 


= 1 = 


ferner ist 


(a a4)" A /eetds 2 (Atay)? 2(0, 49) 
cham i ata Set" ae) 4 cin 
und daraus 


u? 4 a, + 4,)? 
Stee Siri e et Ag papas 3 ean (Ay Ag+ 4)”. 


Nach Ausfiihrung der Substitution kann die auf w beziig- 
liche Integration ausgefiihrt werden und gibt 


. nh eh 2 — 
fe (n—2)2 ea) du — Ota 
hVn 
so dass ¥ 
pe os ag (pag)? 
2 == (4.-F Eo 
(1) M(aa)—( EY V5 vi / i ae ae! 
ea 6 
pee iid, do, 


Bezeichnet man den Wert des dreifachen Integrals vor- 
tibergehend mit U, so ist 


say ae (a-4o)? = 
a Ay hg i (Arp ag? 4 OV—-1 
v=— Yes Oe ah aid 


—an—ow 0 


fiihrt man hier an Stelle von A, eine neue Variable x mittels 
der Gleichung 

Ay 
n—1 


ein, so nimmt der zu integrierende Ausdruck die Form 


A? — 
Al = GIP — ey—1—-—— se at A,2xOV— 
Oo (« == ee am as J ‘dd, dxd@ 


an und die Integration in Bezug auf a gibt (s. Anmerkung 
zu Art. 71) 


: n—1 — 
Z — —— 7? x? -+2, Ox V—1 
fe —- Je ae da 
n-—1 


2 mt n— 2 2,? @ 
VES CG 2), 
Qh n—t1 ® n—2 
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vollzieht man ferner in dem komplexen Teil 


Aces i 
= 2 fae 


h? See D 


OV 4 2 ) 1,°0 a) 
—( i? ~ m—2 (cos 2“8 a sail sic —1 
die Trennung des Reellen vom Imaginiren, so ergibt sich 
ro) 1,20 2 . 120 


5 COS sin 
h* el aes n—1 


als Koeffizient von Y— 1. Hiernach wird 
Vu 1 = n —2 
(8) Oe Bla” Vey U; sei eS Us; 


worin 
oa ao 
@ 2 n—2 2,2 & | 
= Ni? 2,2 — 2 
5 =A = 1472 4,70 
Uy eh ens dh, : “ cos +—d@ 
—1 
(2 
ag 0 
n io) 
- wee 27.2 z UNS Sarl cs 
eee het tee act, a eee 
2 : n—1@0 
e 
—o 0 
Die auf @ beziigliche Integration gibt, und zwar in U,, 
I Ay 
WV re [a ihe (n—1) (n—2) 
A, n—2 2 
in U,*) 


zs) ce rates dieser beiden Resultate erhilt man mit Hilfe der zu 
Art. 38 entwickelten Formel 


n r2 


<7 
BAA 1 
| é °* cosrada = Le ie (a > 0); 


0 
integriert man beiderseits in Bezug auf den Parameter 7 zwischen den 


Grenzen 0 und r, so wird 


wn r 3 
a “ : re 
— ga? Sin 7& _ : 
a a SUD ig phen Es fuipedetg 
“x 2a 
0 0 
i 
a a ry 
nV ee 
= ee tC 
== vf e wdy, (a > 0) 
Cs 


wenn man schliesslich unter dem Integralzeichen ry an Stelle yon r 
schreibt, und auf Grund dieser Formel ist das zweite der obigen 
Resultate zu Stande gekommen. 


] IPA Y y? 
vd i =—D)in—2 
hay Mays a ope @=DOD gy, 


n—1 ( 


Hiermit wird weiter 


a = 2 
aig Th ee eee ie Wa es 
U, = 2h| x —— Sf a diy = >> VS 
bey 
und*) 
1 oa) 
rc) ry h® 2,2 y 
QhVay/n—1 ei ("+ s55) 
ee. 3) 
Us peat ea fav fi, : i 
0 0 
1 
SUSHI ess dy 
Vass (n ue 
6 cues 
= Oa rt (nt (n — 2) Vn(n — 2) ‘ 1 ) 
 On®hs n—2 =o + Vn(n — 2) are ee a i 


Werden diese Werte in den Ausdruck (8) eingefiihrt, 
so geht derselbe iiber in 


1 
=s3 (n— 2-6 eae are sin — mi alk 


dies also ist in (7) an Stelle des Integrals einzusetzen und gibt 
1 
M (\A,A5|) = a (Vn — fod 2) + are sin > =i) 


Das n(n — 1)fache hiervon ist eae auf Grund 
der Gleichungen (1), (2), (3) ergibt sich also fiir das Quadrat 
des mittleren Fehlers der Formel 


wes clei id 
eae ie Vn(n—1)’ 
*) Hs ist 
1 
: da 1 1 
(i =F a2”)? ae 21+ a’) a aan tea 


1 4 1 mate a 
ae ; —— are sl = 
20 V1 


20 a) 


=) 
<) 
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wenn man durchwegs an Stelle von h, uw ihre Darstellungen 
durch ® einfiihrt, der Ausdruck 


(. Vain — — 2) + arc sin ao5 ) 
= 2, 
2n ae ie oe = Fre Bee 1 oO 5 


die Quadratwurzel daraus ist der mittlere Fehler selbst und 
man hat als endgiltiges Resultat die Formel 


(Qi v= re (cE V - ie +Vio(n—2)—n-+are in). 


> 1 : 1 
Kntwickelt man ~~, are sin > 


nd 
a 


ee a rg aS 
Vn(n — 2) = (n — 1) V1 — foal 
nach Potenzen von —, und beschrankt man sich in der 
Voraussetzung, dass ” gross ist, auf Glieder von der Ordnung 
1 
ie 


so reduziert sich der Ausdruck unter dem Wurzel- 


=batten auf XC a und man hat dann niherungsweise*) 


ay om AL FV Gen): 


73. Der Gedanke, zur Beurteilung der Genauigkeit einer 
Beobachtungsreihe statt der Abweichungen der einzelnen Be- 
obachtungen vom arithmetischen Mittel ihre Abweichungen 
unter einander, mit andern Worten statt der scheinbaren 
Fehler die Beobachtungsdifferenzen zu verwenden, ist von 
Jordan**) ausgegangen und von Andrae***) und Helmertt) 
weiter ausgebildet worden. 


*) Hine andere Formel zur Berechnung von @ aus [|a|] ist von 
Fechner angegeben (Poggendorfi’s Ann., Jubelbd., pag. 66flg.) und 
ihre Genauigkeit von Helmert ermittelt worden (Astron. Nachr., 
Bd. 88, Nr. 2096—97). 

**) Astron, Nachr., 1869, Bd. 74, Nr. 1766—67. — Wohl un- 
abhiingig von Jordan hat Bréget (Compt. rend., XCIII, pag. 1119) 
die Anwendung der Beobachtungsdifferenzen zur Bestimmung der 
Prizision einer Beobachtungsreihe vorgeschlagen und die Richtigkeit der 
weiter unten abgeleiteten Gleichungen (1), (2) auch experimentell gepriift. 

*#*) Thid., Bd. 74, Nr. 1770; Bd. 79, Nr. 1889. Vgl. weiter Bd. 80, 
Nr. 1901, 1908. 
+) Ibid., Bd. 88, Nr. 2096—97. 
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Sind 1,,2,...¢, die Resultate von » gleich genauen 
Beobachtungen, &, &,... & die wahren, 4,, 4,,... a, die 
scheinbaren Fehler, so dass J; + ¢; den wahren Wert der 
Unbekannten, J; + 4; das aus den Beobachtungen abgeleitete 
arithmetische Mittel bedeutet, so ist 


jt+e=h+ eH, bt+aeHk +k, 
folglich 
lt — = & — § =A, — A. 


Jede Beobachtungsdifferenz ist hiernach dem Unterschied 
der wahren oder scheinbaren Fehler der verglichenen Be- 
obachtungen gleich, befolgt daher das Gauss’sche Gesetz, 
wenn die Beobachtungsfehler es befolgen. Denn bezeichnet 
man sie mit d, die Wahrscheinlichkeit, dass ihr Wert 
zwischen d und d+ dd falle, mit #(d)dd*), so ist 


h 9 a] @ — Ni? (@ 2-4?) 5 
w@sd=(F-) f fe : 0&0 Ex, 


das Integral auf dem Gebiet d< @&—«e<d-+ 0d gebildet: 
und setzt man &—=eé;-+ u, so geht dies tiber in 


dtodd a 
Wy fe fo IP( 2 (ee) 
wed = (7) | ou | Bae age Bee 
: 1 
a == 
d+dd a) 
° hi? ’ u 
aay oy ei ep 
Stir ert ou fe ( res 
TU 
ad —n 
ee 
aia: “a Od. 


Die Reihe der Beobachtungsdifferenzen verhalt sich also 
wie eine Reihe von Beobachtungsfehlern mit dem Prazisions- 


maass on Bezeichnet man daher mit D? das mittlere 

2 
Quadrat von d, mit D den mittleren Wert von {d|, dagegen 
*) Ausnahmsweise wird hier fiir das Differential das Zeichen 0 


gebraucht, um fiir die Beobachtungsdifferenz das tibliche Zeichen d 
beibehalten zu kénnen. 
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mit gw den mittleren, mit @ den durchschnittlichen Wert 
von &, so ist z 
(2) D=sy2. 

74. Wenn s unabhangige Beobachtungsdifferenzen 
d,,d,,-..d, gegeben sind, welche durch Vergleichung gleich 
genauer Beobachtungen gewonnen wurden, so sind 


@ = ld! 


die wahrscheinlichsten Bestimmungen, welche sie fiir D und D 
liefern, Verbindet man dieselben mit den vorhin gefundenen 
Gleichungen (1), (2), so ergeben sich fiir den mittleren und 
durchschnittlichen Fehler einer Beobachtung die Werte 


| [dd] 
(1) OAs oe 
(id) 
Q) Ges = 
& sV2 
Aus ” Beobachtungen J,, /,, ...l, lassen sich 
A ed) 


Sa 2 


verschiedene Paare und eben so viele Differenzen bilden; 
denkt man sich beispielsweise die Beobachtungen nach steigen- 
der Grosse geordnet, so ergeben sich die folgenden durch- 
wees positiven Differenzen: 


aoe 
ls Te Fi ls = ly 
(3) Uy, a l ly, ay ly ly oe I, 


L—t, b—& L— = ss —_1.- 
Diese aber sind nicht unabhiingig von einander; vielmehr 
lassen sich aus 2 Beobachtungen nur »— 1 unabhingige 
Differenzen ableiten. 
Sieht man aber von dieser Unabhiingigkeit ab, so geben 
die Formeln (1) und (2) auf Grund von 2 Beobachtungen 
die Bestimmungen 


— 17 — 


sila 
4) — n(n Sankt 
: [av2 
®) ie Cena 


Die Richtigkeit der ersten Formel hat Andrae er- 
wiesen. Man kann niimlich an die Stelle des Schema (3) 
das folgende setzen: 


& — & 
eS ee 
(6) SO ivigy Oe Terie tree mre” 
bie te 
Se oe Sen eg Se ws Ronee Se 


und findet nun durch Summierung der Quadrate 


[dd] = (n — 1)[ee] — 2[eial; @W<k) 
es ist aber identisch 


fe?’ = [ee] + 2[ee], 
daher 


(7) [dd] = n{ee] — [e}?; 
andererseits aber ist die Relation 
n[Aa] = nee] — [e]? 
gefunden worden (s. Gleichung (4), Art. 63), folglich ist 
[dd] = n[Aa], 
so dass die beiden Formeln, (4) und wu = V4, vollig 
gleichen Inhalt haben; welcher von beiden man aus prakti- 


schen Griinden den Vorzug zu geben hat, kann keen Augen- 
n(n — 1) 
“> 


blick zweifelhaft sein, wenn man die Anzahlen und 


der A einer- und der d andererseits ins Auge fasst. 

Fiir die zweite Formel hat Helmert einen strengen 
Beweis geliefert, nachdem sie vorher schon von Andrae, 
jedoch nicht in allgemeiner Giltigkeit, abgeleitet worden war. 

Auf Grund des Schema (6) ist 


M((\d)] = M((e: — al|l)  @ <&) 


und da jede der Differenzen |e; — «| denselben Mittelwert, 


Czuber, Theorie der Beobachtungsfehler. 12 
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namlich zufolge der Gleichung (2), Art. 73, den Mittelwert 
OV 2 hat, so ist 

M((\dl}) = > ay2. 
Setzt man die beobachtete Summe ae diesem ihrem Mittel- 


wert gleich, so ergibt sich fiir # thatsichlich der in (5) ge- 
fundene Ausdruck*). 


75. Um den mittleren Fehler der roc (5) des vorigen 


Artikels zu bestimmen**), — die Formel (4) kommt nach 
dem, was tiber sie oben bemerkt worden ist, nicht in Be- 
tracht — hat man den Mittelwert des Ausdrucks 
(lV ) efi 9 Lid bye 
(leave a n?(n -— 1)? n(n — us sieve 

: : : : é [id] V2 
zu bilden; dieser Mittelwert reduziert sich, da WD 
Durchschnittswert # hat, auf 

2 

(1) eae MUM) — 2 


und hingt von der Bestimmung von M([|d|]*) ab. 
Aus dem Schema (6), Art. 74, der d ergibt sich, dass 
das Quadrat ihrer Summe dreierlei Glieder umfasst und zwar: 


*) Die Ausfiihrung dieses Ausdruckes, nimlich die Berechnung 
von [|d|| kann man sich nach einer Bemerkung Andrae’s (I. c., Bd. 79, 
Nr. 1889) wesentlich erleichtern. In dem Schema (3), wo samtliche 
Differenzen als positiv vorausgesetzt werden, ergibt die erste Kolonne 
mit der letzten Zeile (mn — 1)(, —1,); von den tbrig bleibenden 


Differenzen reduzieren sich wieder jene der ersten Kolonne und der 
letzten Zeile auf (n — 3)(l,_, — 1), u. s. f., so dass man erhilt 
[|a]] = (m—1) @, —1,) + m— 8)0,_1 — hs) + (mn — 8)(,,_ 2 —4) +++, 
wobei das letzte Glied 


l —I oder 2/1 —l : 
n n ( n--3 2-1) 


ee i 
gt 2 2 2 


je nachdem m eine gerade oder ungerade Zahl ist; im ersten Falle ist 


" ; Gas n 
die Anzahl der aus den Beobachtungen zu bildenden Differenzen — 


‘ , n—I1 
im zweiten a 


? 


**) Helmert, Astron Nachr, Bd, 88, Nr. 2096-97. 
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Quadrate und Produkte unabhangiger und Produkte abhingiger 
Differeazen, so dass 


[|al]® = (Ce: — #n)"] + [|e — &) (20 i &) (61 


In jeder der drei Summen hat jedes Glied denselben Mittel- 
wert; diese drei Mittelwerte mégen der Reihe nach mit 
M,, M,, M, bezeichnet werden. 


n Qe 


)) Glieder: in der zweiten 


(n — 2)(n — 3) 
2 


Die erste Summe umfasst 


ist jedes ¢;— ¢, mit den iibrigen &; — €, ver- 
m(m — 1)(n — 2)(n— 8) | 

4 y) 
im dritten Gliede endlich ist jedes s; — & zundchst mit den 
nm — 2 tibrigen e; — e und ebenso mit den n — 2 iibrigen 
€;' — & verbunden, die Anzahl seiner Bestandteile ist also 
n(n — 1)(n — 2). Demnach hat man 


Ce eh Or ey, +2(n 2) 1). 


Nun folgt aus (¢; — &)? = 67 + &” — 2e:e,, dass 


bunden, die Ayzahl ihrer Glieder daher 


1 
(3) M, = 2? = 66 
ferner ist vermége der Gleichung (2), Art. 73, 


2 

(4) Mz = M(e — ex) M (ler — &]) = 28° = e- 

Fiir 7, endlich ergibt sich mit Hilfe des Diskontinuitats- 
faktors die Darstellung 


i Ga ie &5) (ep es ne Oe Fe) 


—n—nDm—DU 


sin (&; — &)(#, — 


B £3) de, de,de,d9. 


Wenn man den Wert des vierfachen Integrals mit U be- 
zeichnet, so ist 


ao wo 


Sa GE Ce ee) 
vai fff fom 


—n —n—n0 


Eat eb) + (4 — &) (4) OV 1 dé, dé, de,d@; 
12* 
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hier kann die auf ¢, beztigliche Integration nach den zu 
Art. 71 entwickelten Formeln vollzogen werden und gibt 


nD 

e 
ike =— PY tat IN Hage 
—n 


V (€) — &)? @? 
1 (€, — &)O 1) Ah 
=e la + oe Ve be, , 
womit 
iva} [o/4) i’) 
Serena Btu & LSS (e &)0 ) 
U V Ty 2) («+ 2h? V : 
—n —an I) 
1 —F)2 O2 int 

—1 +a) SSS +2 (4 2) OV=I de, de, dO. 

. é 4 


Zum Zwecke der weiteren Trennung der Integrationen setze man 
1 
PSS ie 9) 
1 
2 eer (§ — 1m); 


dadurch wird 


ime View Te f fee +4 +42V—1) 


—n —n0) 


Pacuis o SSI Osa 


1? &2 7 = 
hoe ae Tl “dé dnd@; 
die Integration in Bezug auf & liefert 
“ Ie < SOaye = 
2) ary ens 3 Vi 
f(exaG+2y—a) dé 
a +5 


ae iene Te a 


und wenn man aus dem komplexen Anteil der noch tibrig 
bleibenden Funktion unter dem Integralzeichen 


(1+ 358 V— te" 
=(1 -+- a ees i) (cos ve ++ ya sin ls 


den imaginiren Teil ausscheidet, so wird (s. Art. 72) 


(o2) { (oa) 
= 5) Ne? "? ° 31? op 
3nV2 mi Ty an i? O 
ire swe [ive am fe cos . d@ 
ae 0 
fea} oO 
he : bs Th LE: &P 
nV2 52.2 ~er- . *@ dO 
> }, Y 8 Faw 7 
+ oh? fen e dy fe oar aaa 
e/ e 
0 0 
oD 1 eo 
° 212 aes =: 2 h ( y) | 
2nV3n ae mV 3% 4 3) : 
as fre dy + nage dy Jf xve dy 
0 0 0 
a Pa eyes 
_ 6x V/3x sis BV Bar of pepe 
= TiGhe 6h? (1 a ay 
e ‘ 3 
0 
nV3x mV a 


= ene Tah 


Fiihrt man diesen Wert in den Ausdruck fiir MM, an Stelle 
des Integrals ein, so findet sich 


V3 1 
(6) M, iat ght 
Die Hinsetzung der fiir M,, M,, M, gefundenen Werte 
(3), (4), (6) in (2) gibt 


: =| 1 = 2V3 
si eS a Gy ey aes 


so dass auf Grund der Gleichung (1) das mittlere Fehler- 
quadrat der untersuchten Formel gleich wird 


1 me 
eye + 2(n — 2)V3 — 4n + 6}. 


Man hat also, mit Hinzufiigung des mittleren Fehlers, 


n+1 Ge 
or (lav2 beeline a 


n(n — 1) | n(n — 1) 


76. Bei Beurteilung des praktischen Wertes der ver- 
schiedenen Formeln fiir w und ® kommt neben der erforder- 
lichen Rechenarbeit die jeweilen erreichbare Sicherheit in 
Betracht. In ersterer Beziehung halten sich die beiden 


= ig 


Formeln fiir 4, deren eine die scheinbaren Fehler, die andere 
die Beobachtungsdifferenzen in Rechnung bringt, nahezu das 
Gleichgewicht und sind der Formel fiir u, welche die Quadrate 
der scheinbaren Fehler erfordert, vorzuziehen. Was die rela- 
tive Genauigkeit der drei Formeln betrifft, so mag die fol- 
gende kleine Tabelle Aufschluss geben, aus welcher der 
mittlere Fehler von uw, # in Bruchteilen dieser Gréssen fiir 
verschiedene Werte von m zu entnehmen ist. 


n w @ aus [fa|] | @ aus [|d)] 


2 | 0,6358 | 0,7555 | -0,7555 
3 | 0,4770 | 0,5249 | 0,5249 
4 | 0,8967 | 0,4298 | 0,4247 
5 | 0,3465 | 03725 | 0,3658 
10°. 102338" 1 50,2497 4) 02411 
20. | O16172 F001 7282 4) 0, 1650 
80 | 01310 49 04400" || 0.1333 
40 | 0,1130 | 01208 | 0,1148 
50 | 0,1010 | 0,1078 | 0,1024 
60 | 0,0921 | 0,0981 | 0,0933 
70 | 0,0851 | 0,0907 | 0,0862 
80 | 0,0795 | 0,0849 | 0,0806 
90 | 0,0750 | 0,0798 | 0,0759 


100 | 0,0719 | 0,0759 | 0,0720 


Der Tabelle liegen die Formeln (6), Art. 68, (9), Art. 72 
und (6), Art. 75 zu Grunde. Sie bestiitigt aufs Neue, dass 
der mittlere Fehler w die sicherste Beurteilung der Genauig- 
keit bietet, zeigt aber auch, dass mit zunehmendem nm die 
Formeln fiir #, insbesondere die mit [/d] rechnende, sich 
in Riicksicht auf Genauigkeit der Formel fiir w bestiindig 
nahern. 

77. In Artikel 25 ist gezeigt worden, dass, sofern die 
Fehler einer Beobachtungsreihe das Gesetz = e~""* befolgen, 

mw 
der Fehler des arithmetischen Mittels aus » Beobachtungen 
der Reihe dem Gesetze Te e—””*® unterworfen ist; es steht 
7 
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also das Prizisionsmaass der einzelnen Beobachtung zu jenem 


des arithmetischen Mittels in dem Verhiltnis 1:/n, und 
das umgekehrte Verhiltnis weisen der mittlere, durchschnitt- 
liche und wahrscheinliche Fehler einer Beobachtung einer- 
seits und des arithmetischen Mittels andererseits auf. 

Beziehen sich also die Gréssen wu, 0, 7 auf die einzelne 
Beobachtung, die Gréssen M,@, R auf das arithmetische 
Mittel, so hat man die Bestimmungen 


a r 
M=— @9=— R=—. 
Vn’ n’ Vu 
Legt man,einer einzelnen Beobachtung das Gewicht Kins 
bei, so kommt dem arithmetischen Mittel aus » Beobach- 


tungen das Gewicht » zu. 


78. Die vorgetragenen Theorien iiber die Genauigkeit 
des aus einer Beobachtungsreihe abgeleiteten Resultates gehen 
von der Voraussetzung aus, dass das Prizisionsmaass der Be- 
obachtungsreihe eine vollig unbekannte Grdésse sei, deren 
mégliche Werte alle die nimliche Wahrscheinlichkeit haben, 
und dass die Widerspriiche zwischen den Beobachtungen, 
die sich in ihren gegenseitigen Differenzen oder in ihren 
Abweichungen vom arithmetischen Mittel dussern, das einzige 
Mittel zur Bestimmung yon / darbieten. 

Man kann sich aber auch auf den entgegengesetzten 
Standpunkt stellen und fh als eine von friiher her so genau 
bekannte Grésse ansehen, dass das Ergebnis einiger weiteren 
Beobachtungen an ihrem Werte nichts zu aindern vermag. 
Dies wire der Fall, wenn ein Beobachter von genau be- 
kannter Qualitat mit einem Instrument von erprobten Higen- 
schaften und bekannter Leistungsfihigkeit Messungen an- 
stellte unter Verhiltnissen, welche keinen Verdacht zulassen, 
dass andere Fehlerursachen einwirkten, als die bei diesem 
Beobachter und dem von ihm angewandten Instrument ge- 
wohnlich thatigen. Es entsteht die Frage, ob der Grad der 
Ubereinstimmung der Beobachtungen unter einander das 
Vertrauen beeinflussen kann, welches man dem aus ihnen 
abgeleiteten Resultat entgegenzubringen hat, und in welcher 
Weise dies geschieht. Mit der Lésung dieser Frage hat 
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Bertrand*) sich beschaftigt und ist zu dem Resultat ge- 
kommen, dass in solchem Falle der mittlere Fehler des 
arithmetischen Mittels von dem Grade der Ubereinstimmung 
der Beobachtungen unabhingig ist. 

Hs seien l,,/,,... 1, die Beobachtungsergebnisse, é,, é,... En 
ihre Fehler, h das bekannte Prizisionsmaass. Nimmt man 
das arithmetische Mittel fiir den wahren Wert, so ist 


eae 


i) s n 


der begangene Fehler (s. Gleichung (2), Art. 63). Er hangt 
mit der Summe der Fehlerquadrate und mit der Summe der 
Quadrate aller Beobachtungsdifferenzen, welche mit 2? be- 
zeichnet werden modge, durch die in Art. 74 abgeleitete 
Gleichung (7) 

(1) [- f= ope 


n nN n® 
zusammen; sind die Beobachtungen ausgefiihrt, so ist 2° 
, 5 3 ée |? 
eine bekannte Grosse und daher der Mittelwert von et 


oder, das Quadrat des mittleren Fehlers im arithmetischen 
Mittel 
; Mi{é De 
(2) ye? = Bee) ate 
nN n 

Nun ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Zusammentretfen 
der Fehler ¢,, &,...é€, gleich 
‘ h \n ‘ , 
(3) ica) e—leel de, dé, ++ déy 

Vu 
und da h bekannt ist, so ist dies zugleich die Wahrscheinlich- 
keit, dass die Summe der Iehlerquadrate einen gegebenen 
Wert besitze. Es kénnen aber nur solche Werte dieser 
Summe in Betracht kommen, welche mit den beobachteten 
Differenzen vereinbar sind. — 
n(n —- 1) Ap 

Aus den “4 STi Differenzen der » Beobachtungen 
kénnen nur » — 1 gewihlt werden, welche unter einander 
unabhingig sind; als solche kénnen beispielsweise 


*) Compt. rend., CVI, pag. 887 fle. und Cale. des Probab., art. 174. 


i oe 


(4) ae Cal ee ae oy a oe tet Ce ae weg —— Ty 


genommen werden; wir fiihren sie nebst der Grosse 0, welche 
durch die Gleichung 


(5) oe” = [ee] 


definiert ist, als neue Variable ein und transformieren dem- 
gemiiss den Ausdruck (3), indem wir ihn als Element eines 
n-fachen Integrals ansehen. 

Die Determinante der neuen Variabeln 7,, 4, .-. %n—1, 0 
in Bezug auf die urspriinglichen ist 


10, gels) G22) 00 A! I 
O-  O*DO a AQ ey 
OG 0 seer ee Ver OP cgi 
OO Daa O ota yl 
Q Q Q Q Q | 


und hat den Absolutwert te , wie man sich leicht iiberzeugt, 


indem man die ~—1 ersten Zeilen, nachdem sie mit 
fj 8 | fn—1 
ete? 

addiert. Hiernach geht (3) iiber in 


multipliziert worden sind, zur n‘™ Zeile 


Nae , edn, dn,-..dn,_1de 
(7) Fg aaNet 
I[é]| 


und wenn man |[é]| durch den aus (1) resultierenden Ausdruck 
ersetzt, in 


h\”? jroo 94% Az +--+ 4p 40 
Case, Se : 
( ) Vne? — 3? 

Dies also ist die Wahrscheinlichkeit, dass mit den be- 
obachteten Differenzen eine Fehlerquadratsumme vom Be- 
trage 9 zusammentreffe. Zugleich erkennt man, dass 0’ nur 
Py} 
Va 
Auf Grund dieser Wahrscheinlichkeit kommt der mittlere 
Wert von Q’ gleich 


solcher Werte fahig ist, fiir welche no? > X? oder 9 > 


und auf Grund der Gleichung (2) ist das Quadrat des mittleren 
Fehlers im arithmetischen Mittel 


oa) 
; —h? 0 o*de 
€ —— 
Vn e?7— 


(6) 1 = 


ly 


Vn 


Sind die Beobachtungen widerspruchsfrei, so ist 2? =O 


und es wird 
ioe) 
ferhe ode . 


2__ 0 iat a: 
M= ra  Wnh?? 


nf e © de 


0 


d. h. genau so gross, wie es mit Hilfe des bekannten h 
a priori hatte angegeben werden miissen. Es hat demnach 
unter den gemachten Voraussetzungen der Umstand, dass die 
Beobachtungen keinen Widerspruch aufweisen, auf das Urteil 
iiber die Zuverlissigkeit des Resultates keinen Hinfluss. Die 
iibliche Regel hatte fiir MW den Wert Null ergeben und somit 
die Beobachtungen fiir fehlerfrei erklirt. 

Ks unterliegt keinem Zweifel, dass das fiir diesen extremen 
Fall gefundene Resultat auch fiir jeden andern Wert von »? 
Geltung haben werde, und man koénnte hieraus schon den 
Schluss ziehen, dass der in (6) enthaltene Ausdruck fiir M? 
unabhingig sein mtisse von 2X. Die Analyse bestatigt diesen 


— 187 — 


Schluss. Fiihrt man nimlich an Stelle von @ die neue 
Variable w mittels der Gleichung 


2u? = no? — 2X? 


ein, so nimmt das erste Glied der rechten Seite von (6) die 
Form 


loo] ea) 
e A? 2 J h?S2 
= 1 2 . ae 
je n Ca Bande fe n wedu 
a” 9 Pad 6 
n? 0 ai ecient We AL. © 
a i 2 2 LL) r) We? * 
fe a du fe n — du 
ae 2 0 
: ee nV nx 
an und wird, da das Integral im Zihler den Wert WS 
: n1 , 
und das Integral im Nenner den Wert ee hat, gleich 
2 1 
okt 2nh?? 

: : : : ; ae 
verbindet man dies mit dem zweiten Gliede — en 
gibt sich 

1 
Dicer 
tes 2nh? 


thatsichlich unabhingig von 2? und genau so gross, wie 
es a priori hatte angegeben werden miissen. 

Dieses Ergebnis der Analyse scheint im ersten Augen- 
blick den Eingebungen des gemeinen Verstandes zu wider- 
sprechen, Wenn die Beobachtungen unter einander voll- 
kommen tibereinstimmen, so ist man geneigt, dem Resultate 
ein héheres Vertrauen entgegenzubringen, als in dem Falle, 
wo sie Widerspriiche zeigen. Und wenn diese Widerspriiche 
betrachtlich werden, so wird, wenn man auch die Geschicklich- 
keit des Beobachters und die Giite seines Instrumentes kennt, 
der Verdacht rege, dass besondere stérende Ursachen die 
Widerspriiche hervorgerufen haben. 

Die Analyse aber ist unter der ausdriicklichen Voraus- 
setzung gefiihrt worden, dass ein solcher Verdacht nicht be- 
griindet sei, dass die Beobachtungen vielmehr unter ganz 
normalen Verhaltnissen seien durchgefiihrt worden. Dann 
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muss sowohl die Ubereinstimmung im ersten wie das Vor- 
handensein von Widerspriichen im zweiten Falle lediglich 
dem Zufall zugeschrieben werden. In der That ist es nicht 
ausgeschlossen, dass der Zufall in mehreren aufeinander 
folgenden Beobachtungen denselben Fehler hervorruft und 
es liegt auch kein*Grund fiir die Annahme vor, dass dieser 
Fehler klein sein miisste. In einem solchen Falle geht zu- 
gleich der Vorteil des arithmetischen Mittels verloren, welcher 
in der gegenseitigen Ausgleichung ,entgegengesetzter Fehler 
begriindet ist. 


§ 9. Vergleichung des Fehlergesetzes mit der Erfahrung. 


79. Hine wesentliche Stiitze des Gauss’schen Fehler- 
geseizes bildet die Ubereinstimmung, welche zwischen seinen 
Folgerungen und den Ergebnissen wirklich ausgefiihrter Be- 
obachtungen besteht. Sie hat dem Gesetze trotz der Be- 
denken, welche gegen die verschiedenen Begriindungen vom 
theoretischen Standpunkte erhoben werden kénnen, allgemeine 
Annahme von Seite der Beobachter eingebracht. 

Der Mittel und Wege, solche Vergleiche zwischen Theorie 
und Erfahrung anzustellen, bietet sich eine grosse Zahl. Wir 
beginnen mit dem am hiufigsten beniitzten Vorgange. 

Hs seien &, &,...é&, die wahren Fehler von » aus- 
gefiihrten, gleich guten Beobachtungen. Dieselben werden 
zum ‘Teil positiv, zum Teil negativ sein und die wahrschein- 
lichste Verteilung, welche a priori zu erwarten wire, bestitinde 
darin, dass beiderlei Fehler in gleicher — bei einem ge- 
raden » — oder in moglichst gleicher Anzahl — bei einem 
ungeraden » — auftreten. Die Wahrscheinlichkeit einer 
zwischen den Grenzen — a und + « liegenden Abweichung 
emer der beiden Anzahlen von ihrem wahrscheinlichsten 
Werte ist nach dem Bernoulli’schen Theorem fiir ein hin- 
langlich grosses » dargestellt durch 


9 
3 
ae 
% 
e 


al Crerts 
ge 
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die wahrscheinliche Grenze dieser Abweichung ist somit 


— ya 1% = 03372 --- Yn, 


so dass man bei » Beobachtungen Hins gegen Kins wetten 
darf, die Anzahl der positiven (und die der negativen) Fehler 
werde nicht ausserhalb der Grenzen 


= F 0,3372 Yn 


fallen, werde also beispielsweise bei 100 Beobachtungen 
zwischen 46 und 54 eingeschlossen sein. 

Denkt man sich ferner die Fehler ohne Riicksicht auf 
das Vorzeichen in steigender Grosse geordnet und durch die 
Zahlwerte 0, a’, a”, ... «") = oo in Gruppen abgeteilt, so 
moégen diese Gruppen der Reihe nach n’, n”,... n” Fehler 
umfassen. Ist das Prazisionsmaass h der Beobachtungsreihe 
bekannt, so hat man a priori unter ” Fehlern 


ha (r) 


Aa fora = nO(ha) 
Vz, 
0 


solche zu erwarten, deren Absolutwert zwischen O und a) 
gelegen ist, somit 
nm == n{O(ha®) — O(hat—)} 


Fehler, welche in die &** Gruppe fallen. Fiihrt man diese 
Rechnung fiir alle Gruppen durch, so gibt die Vergleichung 
der a priori zu erwartenden mit den wirklich beobachteten 
Anzahlen eine durchgreifende Priifung der ganzen Fehlerreihe. 

Kennt man an Stelle von h eine der Gréssen u, 9, 7, 
so tritt an die Stelle von O(ha™) beziehungsweise 


1 =) (i =) ( zt) 
H\ — — @|\—— — O\o —})- 
ae u ? Vx 9 ? Q , 
In allen Fallen wird man sich der Tafel der Funktion @ 
bedienen. Eine dem letzten Fall angepasste Tafel, welche 


die Werte dieser Funktion nach dem Argument ss geordnet 


enthilt, ist am Ende des Buches als Tafel II gegeben. 
Sie ist von Encke, wahrscheinlich durch Interpolation aus 
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seiner ersten Tafel (s. Art. 47) konstruiert und im Berl. 
Astron. Jahrb. 1834 verdéffentlicht worden*). 

Wahre Fehler werden nur ausnahmsweise vorliegen. 
Ist statt dessen die Reihe der scheinbaren Fehler 4,, A,, ... An 
gegeben, so werden diese ebenso wie die wahren dem Gauss- 
schen Gesetze folgen (s. Art. 66) und die Untersuchung bleibt 
die nimliche. Die Gréssen uw, #, r beziehen sich aber 
auf die Reihe der wahren Fehler und man hatte sie, um die 
entsprechenden Grdéssen fiir die Reihe der 2 zu erhalten, mit 


m—1 ees 
= zu multiplizieren; indessen wird dies, wenn 


einigermaassen gross ist, — und nur in diesem Falle hat 
die ganze Vergleichung Sinn und Bedeutung — an den 
Resultaten keine bemerkbare Anderung hervorbringen und 
kann wohl unterbleiben. 


Kin weiteres Mittel, die Theorie mit der Erfahrung zu 
vergleichen, besteht in der mehrfachen Bestimmung einer 
und derselben, von dem Fehlergesetz abhingigen Grésse, 
etwa des wahrscheinlichen Fehlers aus dem mittleren und 
durchschnittlichen Fehler und durch Abzihlung an der 
Fehlerreihe (eine Bestimmung, welche auf Grund der schein- 
baren Fehler in noch héherem Maasse unsicher ist als sie 
sich schon bei Bentitzung der wahren Fehler erwiesen hat), 
oder des durchschnittlichen Fehlers aus den 4 einerseits und 
den Beobachtungsdifferenzen d andererseits u. s. w. 

Weitere Anvhaltspunkte zu solehen Vergleichen werden 
sich noch weiter unten ergeben. 


80. Die erste umfassende Priifung des Gauss’schen 
Fehlergesetzes durch die Hrfahrung hat Bessel**) aus- 
gefiihrt, teils an Beobachtungsreihen von Bradley, teils an 
eigenen, und damit gleichsam den ersten praktischen Beweis 


*) Ks ist wohl einem Versehen zuzuschreiben, wenn Bertrand 
in seinem Calc. des Probab. Wuich, den Verfasser von ,,Die Theorie 
der Wahrscheinlichkeit und ihre Anwendung im Gebiete des Schiess- 
wesens, als Autor dieser T'afel bezeichnet. 

**) Astron. Nachr., Bd, 15, Nr. 358—359. — Die Reihen a) bis c) 
wurden bereits 1818 in den Fundam. astron., pag. 18 flg. verdftentlicht. 
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dieses Gesetzes gegeben. Die Resultate dieser Priifung sind 
in den nachstehenden Tabellen a) bis d) mitgeteilt und zwar ist 

a) hervorgegangen aus 300 Beobachtungen der Dekli- 
nation einiger hiufig beobachteten Sterne; 

b) aus 300 Beobachtungen der Rectascensionen in Zeit 
ausgedriickt; 

e) aus 470 Beobachtungen weit zusammen gesetzterer 
Art, namlich der Rectascensionen einiger Fixsterne, sowie 
sie aus ihren Rectascensionsunterschieden mit der Sonne, 
deren Rectascensionen aus ihren beobachteten Deklinationen 
berechnet worden sind, hervorgehen; simtliche Beobachtungen 
von Bradley’ ausgefiihrt und auf je 100 reduziert. 

Endlich d) aus 100 Reectascensionen des Polarsternes, 
welche Bessel 1813—15 mit dem Alteren Passagen-Instru- 
ment der Kénigsberger Sternwarte beobachtet hat. 

Der Vergleichung liegt jeweilen der mittlere Fehler einer 
Beobachtung zu Grunde. Die zweite Kolonne zeigt an, wie 
viele (scheinbare) Fehler in das entsprechende Intervall der 
ersten Kolonne thatsaichlich gefallen sind, und wie viele, der 
Theorie gemiiss, diesem Intervall angehéren sollten ist aus 
der dritten Kolonne zu entnehmen, wihrend die vierte Kolonne 
den Unterschied Theorie —- Beobachtung angibt. 


a) Beobachtungen der Deklinationen. 


(te Oo 
Grenzen. Beob. Theorie. Unterschied. 
00-04 220 195 == 
OU=08" Hi99 F183 tO 
(e= lo 1835 <162 es) 
1.922156 9,3 13,6 + 43 
16-20 wae 10,6 4216 
BOS O A IT 7,9 foe 
Oj a eh 5D 00 
2 8—3,2 5,0 3,6 aA 
ROS 6) Bee T DP) E05 
3,6—4,0 1,3 18 0,0 


4,0 ete, 2,0 1,4 — 0,6 


a= (fOommes 


b) Beobachtungen der Rectascensionen, 


» = + 02283 Zeit. 


Grenzen. Beob. Theorie. Unterschied. 
0.0220 Atioll S80 ieanmss oom baal, 
01-02 280 280 0,0 
OGE=O8n - dwkT Hex lid, 20 Tits 
0,3—0,4 ZOrenOomih was 
0,4—0,5 4,7 Sinatoal od 
0,5-—0,6 2,0) 20 0,0 
0,6—0,7 1,0 Oi Re AOS 
0,7—0,8 0,3 p2itesod 
0,8—0,9 0,3 Cerne 08 


c) Beobachtungen der absoluten Rectascensionen. 


wu = + 0,4033 Zeit. 


Grenzen. Beob. Theorie. Unterschied. 
0,0—0,1 20,0 19,6 0k 
i010) en eel OI 18,4 205 
0,2—0,3 16,6 16,3 0B 
0,3—0,4 12,4 13,6 at 
0,4—0,5 10,8 10,6 ao 
0,5—0,6 ey 7,8 43101 
0,6—0,7 5D 5,4 ZO. 
07-03 3,0 3,6 + 0,6 
0,8—0,9 21 24 0,0 
0,9—1,0 15 1,3 Ze 
1,0 ete. 1,7 13 0A 


d) Rectascensionen des Polarsterns. 


» = + 1,3098 Zeit. 


Grenzen. Beob. Theorie. Unterschied. 
0,0—0,4 25 24,0 — 1,0 
0,4 —0,8 22 21,9 — 0,1 
0,8 12 19 18,2 a 0,8 


1,2—1,6 11 13,7 eT 
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Grenzen. Beob. Theorie. Unterschied. 
1,6—2,0 9 9,5 +05 
2,0—2,4 8 6,0 — 2,0 
2,4—2,8 2 3,4 + 1,4 
2,8—3,2 ° 3 1,8 — 1,2 
3,2—3,6 1 0,9 — 0,1 
3,6 etc. 0 0,6 + 0,6 


81. Ein in jiingster Zeit in tihnlicher Weise verarbeitetes, 
einem andern Gebiet entlehntes Beobachtungsmaterial bildet 
die Grundlage der folgenden zwei Tabellen*). Hs besteht 
in den Schlussfehlern von 2238 Dreiecken der Triangulierung 
des Katasters in Modena. 

Da der wahre Wert der Winkelsumme eines Dreiecks 
bekannt ist, so gibt der Unterschied der beobachteten 
Winkelsumme gegeniiber jenem Werte ihren wahren Fehler, 
so dass man hierbei zu einer Reihe eigentlicher Beobachtungs- 
fehler gelangt. Indessen ist aber die Winkelsumme nicht 
eine unmittelbar gemessene Grésse, sondern die Summe aus 
drei so gemessenen Gréssen; befolgt aber der Fehler in der 


Messung eines Winkels das Gauss’sche Gesetz ee 
M4 


so folgt der Fehler der Summe dreier Winkel einem Gesetz 


h> 


ae ie em rere : 
von derselben Form, namlich Az e ® + Denn bezeichnet 
t4 


man die Fehler der drei Winkel eines Dreiecks mit ¢,, &, ¢, 
den Fehler der Winkelsumme mit w, so ist 


gtata=u, 
und nach Gleichung (4), Art. 60, ist 


die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass u<e, + @+¢,<u+du 
oder dass der Fehler der Winkelsumme (der Schlussfehler 
des Dreiecks) zwischen w und u + du gelegen sei. 


*) Ausgefiihrt auf Anregung General Ferrero’s durch Ingen. 
Guarducci in der Rivista di Topografia e Catasto, Roma; 1889, 
Czuber, Theorie der Beobachtungsfehler. 1633 
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Die beiden Tafeln, deren erste 661 Dreiecke mit dem 
mittleren Schlussfehler 14,08 und deren zweite 1577 Drei- 


ecke mit dem mittleren Schlussfehler 17,13 umfasst, zeigen 
insofern eine andere Anordnung gegeniiber jenen des vorigen 
Artikels, als simtliche Intervalle mit Null beginnen und 
neben den beobachteten und berechneten Anzahlen auch 
die aposteriorischen und apriorischen Wabhrscheinlichkeiten 
angegeben sind. : 


a) n=661; po = 14,08. 
Beob. Wahrsch. Wahrsch.  Berechn. Unter- 


Gr nzeD -Pehieripianly a porterion nap cenit nO can eae 

0+-. a) n®) me o( 4 =) n@ = nO—n) 
n V2 

Obis 1,768 68 0,1029  0,1000 66 — 2 

» » 3566 189 0.2103 02000 132 re 


5424 200-~S «08026 -=—«0,8000~Ss«198 eG 
» » 7383 265 0,4009 04000 264 we th 
. » 9,500 333 0,5088 0,5000 331 sas 
PaP= 14.08 457  0,6914 0,6827 451 waHG 
» » 23,16 586 «08866 ~—-0,9000 ~—-595 sag 
+ 


ee 653  0,9879 0,9900 654 1 
» » 46,35 661 1,0000 0,9990 660 1 
Pe hao 661  1,0000 0,9999 661 0 
b) n= 1577; w = 17,13. 
Obis 2141 133 0,0843 0,1000 158 ae) 
» » 4334 303 00,1991 02000 - 315 I 0 
» » 6595 478  0,2999 0,3000 472 =a 
» » 8976 632 0,4008 0,4000 631 ae 3) 
» 1,560. 760° 048195 0.5000, | 2788 1.98 
» » 17,13 1044 0,6620 0,6827 1077 +3 
» » 28,08 1408 0,8928 0,9000 1419 2 
» » 44,12 1570 0,9956 0,9900 1561 70 
» » 3639 1577 1,0000 0,9990 1575 2 


» » 66,65 1577 10000 0,9999 1577 0 
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82. Als drittes Beispiel wahlen wir eine Reihe von 
40 mikroskopischen Bestimmungen der Lage eines Teilstrichs 
auf einem Maassstabe, welche in England ausgefiihrt und 
A. R. Clarke’s Geodesy entnommen sind*). Die Beobach- 
tungen sind von gleicher Genauigkeit und ergaben folgendes 


Resultat (die Hinheit ist — Yard oder 0,91 Mikrons): 
3,68 2,81 5,48 3,28 
3,11 4,65 3,76 3,78 
4,76 3,27 4,59 3,22 
2,15 4,08 2,64 3,98 

« 4,15 ADI 2,98 3,91 
5,08 4,43 421 5,21 
2,95 3,43 De 4,43 
6,39 3,26 4,45 2,28 
3,78 2,48 3.99 4,10 
4,49 4,84 2,66 4,18. 


Das arithmetische Mittel ist 3,93, und die Abweichungen 
der einzelnen Beobachtungen von demselben oder ihre schein- 
baren Fehler, in der nimlichen Ordnung zusammengestellt, 
sind die folgenden: 


BROOK Pree 19 = f HF eH ay 
BF) Co OEE) OY MPLA I TN SIREN) 75) 
== 0:83 e010 66 6 coma Ota 
LSE AOd bY WS 90 AMO OD 
F000 GbR hors 0.05 Niet 2 
= Dil em be hs. 0, 28's (eel 08 
RO pee 50 (217800, F e050 
3912 e OG T> |e, 0.52anee a GD 
Steal Tr fl ee oo 02 eC 
SATS AE OC ie ore a yee 


Ihre Verteilung dem Vorzeichen nach kommt der wahr- 
scheinlichsten sehr nahe, indem 19 positiven 21 negative A 
gegeniiberstehen, und liegt innerhalb der wahrscheinlichen 
Grenzen (etwa 17 und 23). Die algebraische Summe ist 


*) Compt. rend., CVI, pag. 784. 
ley" 
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14,64 — 14,58 = 0,06 statt 0,00 (wegen der Abkiirzung des 
arithmetischen Mittels). 

Aus der Summe der Quadrate [AA] = 32,4364 ergibt 
sich der mittlere Fehler einer Beobachtung 


pt —O912 
und daraus der wahrscheinliche Fehler 
vue 0.610 


aus der Summe der Absolutwerte der 4, [|A|] = 29,22, he- 
rechnet sich der durchschnittliche Fehler einer Beobachtung 


& = 0,742 
und daraus in anderer Weise 
t= () 628; 


andererseits folet aus der Summe der Absolutwerte der Be- 
obachtungsdifferenzen, [|d|] = 815,40, 

Oo = 0,139 
und daraus 

ry = 0,624; 
die am wenigsten verlassliche Methode der Abzihlung endlich 
fiihrt zu 

7 = 0:66. 

Die Verteilung der Fehler verglichen mit der theoretischen 

ergibt folgende Zahlen: 


Grenzen. Beob. Theorie. Unterschied. 
0,0—0,5 15 16,6 + 1,6 
0,5—1,0 14 12,5 — 1,5 
1,0—1,5 8 6,9 — 1,1 
1,5: ete: 3 4,0 + 1,0; 


im Hinblick auf die nur missige Anzahl der Beobachtungen 
kann die Ubereinstimmung als befriedigend bezeichnet werden. 


83. Hs kénnte noch eine grosse Zahl von Erfahrungs- 
daten aus den verschiedensten Gebieten beigebracht werden, 
welche geeignet sind zu bestiitigen, dass es sehr viele Falle 
gibt, in welchen die Fehler eine dem Gauss’schen Gesetz 
entsprechende Verteilung aufweisen. Wiederholt sind Mes- 
sungen eigens zu dem Zwecke ausgefiihrt worden, um jenes 


ee 


— 197 — 


Gesetz zu priifen oder um auf ihre Ergebnisse einen Beweis 
a posteriori fiir das Fehlergesetz zu griinden und dadurch 
jeder Hypothese iiber die Natur der Fehler, tiber die zweck- 
miissigste Wahl des Wertes der beobachteten Grosse o. dgl. 
aus dem Wege zu gehen, da ohne eine solche ein Beweis 
a priori nicht gegeben werden kann. Diesem Gedanken hat 
u. a. Faye*) bestimmten Ausdruck verliehen und Laurent**) 
hat sich in tihnlichem Sinne der Miithe unterzogen, eine 
gréssere Versuchsreihe auszufiihren, um die Fehlerverteilung 
auf empirischem Wege festzustellen, da ihm die Gauss’sche 
Form der Wirklichkeit hauptsichlich aus dem Grunde nicht 
zu entsprechefi schien, weil sie auch noch so grossen Fehlern 
eine von Null verschiedene Wahrscheinlichkeit zuschreibt. 
Indessen haben seine Versuche doch kein anderes Ergebnis 
gehabt als zu bestitigen, dass das Gauss’ sche Gesetz jene 
Ubereinstimmung mit der Erfahrung zeigt, die tiberhaupt 
erwartet werden kann. 

Die Art der Durchfiihrung dieser Versuche und ihr Er- 
gebnis ist in Kiirze das folgende. Ein Winkel von bei- 
laufig 16°, gebildet durch die Horizontalprojektionen zweier 
von einem festen Punkt nach zwei weit entfernten scharf 
bezeichneten Signalen gerichteten Strahlen, wurde mittels 
eines Theodoliten, der direkte Ablesung auf 1’ gestattete, 
1444 mal unter gleichen Umstiinden gemessen. Die Unter- 
suchung des Instruments gab keinen Anlass, systematische 
Fehler zu befiirchten. Da jede Ablesung nur auf ganze 
Minuten erfolgte, so entspricht der beobachtete Fehler « 
einer Messung einem wirklichen Fehler zwischen den Grenzen 


(< _— 4) und (« a ale Bezeichnet nun », die Anzahl der 


n 
Fehler von der Grésse ¢ in den n Beobachtungen, so ist = 


die Wahrscheinlichkeit a posteriori fiir einen Fehler zwischen 
1 
9? 
der Wahrscheinlichkeit a priori bewegt sich mit der Wahr- 
scheinlichkeit 


*) Comptes rendus, LXXX, pag. 352. 
**) Journ. Liouville, Il, 1, pag. 75. 


1 : : 
den Grenzen ¢ — > und ¢ + und ihre Abweichung von 
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we a me 
O(y) oF vad edt, worin WY ae if. Vara 
zwischen den Grenzen -+ /,; nimmt man @(y) = 0,99, so sind 
odd 2n,(n —7,) 
l= 1,82 atte! 


die entsprechenden Grenzen. Nun ergaben die Messungen, 
verglichen mit einem vorher bestithmten Naherungswert des 
Winkels, folgende Abweichungen und in nachstehender Anzahl: 


Abweichung: 
5 —4 3 2 Li ciO> . UiepeaesD “456 af0" Bigs 
Beobachtete Anzahl: 
4. 16 26 53 103-247 34375294 208 85 26°22" 1176 


n 
Zu den hieraus berechneten Werten von ae wurden 
nach der obigen Formel die Grenzen J, bestimmt, sodann 
die unteren sowohl als die oberen Grenzen der Wahr- 


Nv, 


scheinlichkeit ee l. und = +7. graphisch aufgetragen 


und zwischen die so erhaltenen Punkte eine Kurve mit 
méglichster Hinhaltung der Symmetrie gegen die Ordinate 


im arithmetischen Mittel aus saémtlichen Fehlern, d. i. 1,33, 
und von méglichst regelmissigem Verlauf eingelegt. Das 
Ergebnis dieser graphischen Ausgleichung, bezogen auf jenes 
arithmetische Mittel als Nullpunkt, wurde mit dem Gauss- 
schen Gesetz verglichen, welchem zufolge die Wahrscheinlich- 


5 5 é 1 1 
keit eines Fehlers zwischen den Grenzen ¢ — > und «+ a 


gegeben ist durch 
1 ae ei leas C 
$ {0 (he +4. +) — o(he — =) : 
da die Erfahrung fiir «=O die Wahrscheinlichkeit 0,241 


ergab, so war h aus der Gleichung 


o(4) = 0241 


*) 
“ 


oe 
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zu rechnen und es fand sich h = 0,434. Das Resultat ist 
nun folgendes: 
Wahrscheinlichkeit. 
Fehler. Beob. Theorie. Unterschied. 
0 0,241 0,241 0,000 

+ 1 0,189 0,201 + 0,012 

+ 2 0,090 0,116 + 0,026 

+ 3 0,045 0,046 + 0,001 

+4 ° 0,019 0,013 — 0,006 


Wenn Laurent aus der auffallig grossen Abweichung 
0,026 bei dem Fehler 2 Anlass nimmt, die Genauigkeit des 
Gauss’schen Gesetzes in Zweifel zu ziehen, so ist dies weder 
durch die Art der Messungen noch durch den zur Gewinnung 
der Resultate eingeschlagenen Weg gerechtfertigt. Diese 
Abweichung sollte eher ein Anlass gewesen sein, ihre Ursache 
in den Beobachtungen zu suchen. 


, 84. Man kann aus dem Gauss’schen Gesetze die mannig- 
fachsten Konsequenzen in Betreff der Beobachtungsfehler und 
ihrer verschiedenen Kombinationen ziehen und, indem man 
dieselben mit der Erfahrung vergleicht, weitere Bestatigungen 
jeunes Gesetzes gewinnen. Hinige Beispiele dieser Art mégen 
noch angefiihrt werden. 

Wenn man die Absolutwerte der Fehler einer Beobach- 
tungsreihe in willkiirlicher Weise paart, so ist der Durch- 
schnittswert der grésseren Fehler in den Paaren gleich dem 
allgemeinen Durchschnittsfehler multipliziert mit Y2. Denn 
die Wahrscheinlichkeit, dass ein Fehler im Betrage |e| mit 
einem kleineren Fehler sich verbinde, ist 


é 
g 2h pweg, [2% ewe de, 
Vu Vu 
0 


demnach ist der Durchschnittswert von le| 


2 fecwede 2h me de. 


fe 


Durch partielle sila indem man 
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Roh ape, | 
Cm aca cea de) 
Wigs E=U, ioe 
0 
setzt, ergibt sich leicht, dass der Wert dieses Ausdrucks 
gleichkommt 


é ies) Me 
ee es He del 44 [e238 de, 
hV x Vu | ae 
0 0 0 


und da der erste Teil an beiden Grenzen verschwindet, so 
wird dies, wie behauptet worden, gleich 
v2 5 
hV x See 
Ausser diesem hat Bertrand*) noch einen elementaren 
Beweis gegeben, der einer Berichtigung bedarf. Sind J,, l, 
pee 
2 
eine Beobachtung mit dem Fehler aghe und vom Pra- 


wie 


zwei Beobachtungen, ¢,, ¢, ihre Fehler, so kann 


zisionsmaass i, /2 angesehen werden, wenn h das Prizisions- 


maass der einfachen Beobachtung ist. Demzufolge ist 


£1 + 8 
2 


vV2u 


der durchschnittliche Wert von - Bezeichnet aber G 
den Absolutwert des grésseren, K den Absolutwert des 
kleineren von den beiden Fehlern ¢,, &, so ist entweder 


Sit es| 2 GO are & +8, G—K 
Deby vie, Se 2 tai? 


jenachdem «, und e gleich oder ungleich bezeichnet sind; 


oder 


jede dieser Annahmen hat die Wahrscheinlichkeit ai mit- 


hin ist : ae e 
> M(FE*) 4+ 5 u( 5 ae 


woraus sich unmittelbar ergibt M(G) = ae oben. 


hV x 
Bemerkt man noch, dass M a) notwendig gleich sein 
miisse dem allgemeinen Durchschnitt Wi? so folgt, dass 
vy @ 


der durchschnittliche Wert der kleineren Fehler 


*) Calc. des Probab., art. 156—157. 
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dass sich somit M(G) zu sek oder was dasselbe ist, die 
Summe der absoluten Werte der grésseren zur entsprechen- 
den Summe der kleineren Fehler verhalte wie (1-++ V2): 1 
Dieses Verhialtnis ist in der That durch die Erfahrung 
bestiitigt worden. So erhielt Delaunay*) aus 33 Reihen 
von Schiessversuchen fiir dasselbe den Wert 2,41. Bertrand**) 
teilt die Ergebnisse von vier Beobachtungsreihen mit, welche 
im internationalen Bureau fiir Maasse und Gewichte aus- 
gefitihrt worden sind, und von einer Reihe Bradley’scher 
Beobachtungen. Es ergab 

die erste Reihe (von 58 Beob.) —2,28 

P EANOILC Uyak tier ais Ose ten) 2,33 

FR NTULO) Ne ieaa-\e sma! schele) 2,40 

» ) 2,49 

poe) 2,47 

Mittel 2,39 
Man kann ebenso nach dem mittleren Quadrate des 


grésseren von den beiden Fehlern eines Paares fragen und 
findet, dass er dem allgemeinen Durchschnitt der Fehler- 


GVIOLUC TG pel: sae tnt 
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quadrate multipliziert mit 1 + = gleichkommt. Denn es 


ist das mittlere Quadrat des groésseren Fehlers ausgedriickt 
durch 


2 ee eon ede “2h ONS 
Va 


integriert man any in der Wee dass man 


oh 
eg? ods as) 24 —— ge” " ds=dv 


Re Vu 


setzt, so kommt man zu dem Resultate 


*) Compt. rend., CVI, pag. 515. 
*#) ibid., CV, pag. 1043. 


360 


ive) é es) 


4 eo e 4 e 
aa] weds ce? dg =i 6G, les 


0 0 0 


hier hat der erste Teil den Wert*) 


ao 


2 c — hy &* \ eet 
€ aa = (573) 
0 


M4 


der zweite Teil den Wert 3}, mithin ist das mittlere 


Quadrat des grésseren Feblers thatsaichlich gleich 
1 2 ‘ 2 
re te) alte 


Vier mit den 40 Fehlerquadraten der Beobachtungsreihe 
des Artikels 82 ausgefiihrte derartige Versuche ergaben mir 
fiir das Verhiltnis die Werte 


T5235 1,564, HGU1s oe 
deren Durchschnitt 1,620 mit dem theoretischen Werte 
1+ es = 1,636 --- gut tibereinstimmt. 


§ 10. Der kleinste und der grésste Fehler einer 
Beobachtungsreihe, 


85. Denkt man sich die Fehler einer Beobachtungsreihe 
ohne Riicksicht auf das Vorzeichen in steigender Grosse ge- 
ordnet, so bietet sich die zuniichst vom theoretischen, aber 
auch vom praktischen Standpunkte interessante Frage dar 
nach dem mutmaasslichen Werte des kleinsten und des 
groéssten unter ihnen. 

Die einfache Uberlegung fithrié zuniichst zu der Er- 
kenntnis, dass diese Werte von dem Grade der Genauigkeit, 
aber auch von dem Umfang der Beobachtungsreihe abhingen 
werden. Je mehr Beobachtungen man ausfiihrt, desto niher 


é 
of — },2 ¢2 . e ° = 
*) Man beachte, dass ¢”* de das Differential ist von fe me a. 


0 
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wird einerseits der kleinste Fehler an die Null heranriicken, 
desto weiter wird andererseits der grésste Fehler sich von 
ihr entfernen: das Intervall der Fehler wird sich nach beiden 
Seiten hin ausdehnen. 

Der wahrscheinliche Wert des kleinsten Fehlers lisst 
sich unter Voraussetzung einer grossen Anzahl von Beobach- 
tungen niiherungsweise leicht bestimmen*); schwieriger ge- 
staltet sich die Frage nach dem Maximalfehler. 


86. Die Wahrscheinlichkeit, dass einer bestimmten unter 
n Beobachtungen ein Fehler vom absoluten Betrage ¢ an- 
hafte und dass dieser unter allen der kleinste sei, kommt 
gleich 


n—-1 
Se eget Al e—¥# del j 
Va lV 


0 
folglich stellt sich die Wahrscheinlichkeit, dass e der Absolut- 
wert des kleinsten unter den » Beobachtungsfehlern iiber- 
haupt sei, unter die Form 


n{1 — O(2)}"~*d{O(s)}, 


wenn zur Abkirzung 


is 


ef oe ae = @(s) 
0 


gesetzt wird. Hiernach ist der wahrscheinliche Wert des 


kleinsten Fehlers 


wo 


fret ON ae 


0 


partielle Integration gibt 
=\c — ay} + f(t — @(2)\*de 
0 
0 
und dies reduziert sich auf den zweiten Teil 


*) Bertrand, Calc. des Probab., art. 167—169, und Compt. rend., 
CVI, pag. 786 fig. 
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(1) fit e@)}rae, 
0 

weil der erste Teil an beiden Grenzen verschwindet*). 

Wenn « klein ist, so unterscheidet sich @(¢) nur wenig 
von he**), wihrend fiir gréssere Werte von ¢ der Ausdruck 
{1 — O(e)}" so klein wird, dass er von da an nur sehr 
wenig zu dem Werte des Integrals beitragt; man kann also 
an die Stelle des Integrationsgebietes 0 bis co ein endliches 
O bis * setzen, wo x einen beliebigen endlichen Wert be- 
zeichnet, und hat dann statt (1) niherungsweise 


: ‘ si € eee Pa cas 
| (1 — he)" de = — Cae : 
0 


Wird » als gross vorausgesetzt, so kann » immer so ge- 
wihlt werden, dass (1 —/x)"+! neben der Hinheit ver- 
schwindet, so dass der wahrscheinliche Wert des kleinsten 
Fehlers niherungsweise gleichkommt 


ih 

© w+ Dh 

oder durch den mittleren Fehler emer Beobachtung ausgedriickt 
V2 

(3) ne th 


Durch dasselbe Naherungsverfahren kann auch der wahr- 
scheinliche Wert des zweitkleinsten Fehlers ermittelt werden. 
Die Wabhrscheinlichkeit, dass der zweitkleinste unter » Be- 


*) Um dies fiir die obere Grenze zu erkennen, beachte man, dass 


é 


oi 2 
ee ea d(—h Gir Gn 
ve 


"oh 
hy x bg 


1—O(«)= eT? dem 


€ 
he 


Pe . 2 2 »)2 
**) Denn OW) =F fe eo greke( ore "), wo 0< <8; 
0 


ist ¢ klein, so ist der eingeklammerte Faktor yon’ der Einheit sehr 
wenig verschieden. Auch die Tabelle I der Funktion @(¢) bestiitigt 
diese Schlussweise, indem sie zeigt, dass fiir kleine Werte yon ¢ sich 
@(t) nur wenig von ¢ unterscheidet. 
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obachtungsfehlern absolut genommen gleich ¢ sei, ergibt sich 
durch ahnliche Schliisse wie die oben angewandten und ist 


n(n — 1)@(e){1 — O(e)}"—?2d{ @(e)}; 


demnach ist sein wahrscheinlicher Wert 


(4) fre — 1)e@(6){1 — @(e)}"—2d[ @(6)}. 


Von dem Koeffizienten m(m— 1) abgesehen gibt partielle 
Integration 


(, ({14—-O@)}" — {(1—9@}"")\\* 
te ( J, 


2 7) n—1 
eau | 1-0) |"*4(O(@)) — |, [ 1-0) *a(O()}. 


Der erste Teil verschwindet an beiden Grenzen; das Integral 


im zweiten Gliede hat obigem zufolge den Niherungswert =, 
das Integral im dritten Gliede den Naherungswert ee 
Tragt man dies in den Ausdruck (4) fiir den wahrschein- 
lichen Wert des zweitkleinsten Fehlers ein, so ergibt sich 
dieser gleich 


, i 1 2 
(5) n(n ee —1)h n(n + or 7. (n+ 1)h’ 
also doppelt so gross als der wahrscheinliche Wert des 
kleinsten Fehlers. 

In gleicher Weise ergibe sich der wahrscheinliche Wert 
des drittkleinsten Fehlers als das Dreifache u. s. f., so lange 
die gebrauchten Abkiirzungen zulassig sind. 

Der scheinbare Widerspruch zwischen dem Resultat (5) 
und der Symmetrie des Fehlergesetzes, welcher zufolge man 
erwarten m@échte, dass die beiden kleinsten Fehler dem 
absoluten Werte nach gleich sind, verschwindet, wenn man 
auf den Unterschied zwischen dem wahrscheinlichen Werte 
einer Grésse und demjenigen Werte achtet, welchen sie 
mutmaasslich annimmt. Bertrand erklart diesen Unterschied 
an einem Beispiel. Peter und Paul sollen sich in eine Erb- 
schaft teilen. Man weiss, dass der eine zwei Drittel, der 
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andere ein Drittel des Ganzen erhilt, man weiss aber nicht 
welcher. Der wahrscheinliche Wert des Anteils fiir Peter 
ist a jener des Anteils fiir Paul ebenfalls — Dagegen 
ist der Wert, welchen der gréssere Teil mutmaasslich (hier 


; 3 t 2 
gewiss) annimmt, —- 


3 
Der wahrscheinliche Wert des kleinsten Fehlers (3) 
kann auch in der Form oye geschrieben werden, wenn # 
n+1 a 


den durchschnittlichen Fehler einer Beobachtung bezeichnet; 
der wahrscheinliche Wert des Fehlers im arithmetischen 


nN 


Mittel dagegen betrigt re (s. Art. 77); jener also ist von 


1 6 ib 4 
der Ordnung —-, dieser von der Ordnung as Ware es 
nN 


daher méglich, unter den Beobachtungen die genauesten, dies 
Wort im gewohnlichen Sprachgebrauch genommen, niamlich 
die mit dem kleinsten Fehler behafteten herauszufinden, so 
wiirden diese ein viel genaueres Resultat liefern als das- 
arithmetische Mittel aus allen Beobachtungen es darstellt. 


87. Dem Gauss’schen Fehlergesetz ist der Begriff des 
Maximalfehlers im mathematischen Sinne fremd, insofern es 
jedem noch so grossen Fehler eine von Null verschiedene 
Wahrscheinlichkeit zuschreibt. Nichtsdestoweniger gibt dieses 
Gesetz Mittel an die Hand, den gréssten zu gewiirtigenden 
Fehler in einer Beobachtungsreihe von bekannter Genauig- 
keit und Ausdehnung zu schitzen. 

Es sei m die Anzahl der Beobachtungen, h das Pri- 
zisionsmaass, uw der mittlere Fehler einer Beobachtungsreihe. 
Die Wahrscheinlichkeit, dass der irgend einer Beobachtung 
anhaftende Fehler dem absoluten Betrage nach gleich oder 
grosser sei als a, ist dargestellt durch 


o'9) 
Dyes Ae 


2h 2 
G ah 


und die wahrscheinlichste Anzahl so gearteter Fehler ist 


Fallt diese grésser als die Hinheit aus, so ist in der 
Reihe mindestens ein oder auch mehrere Fehler grésser als a 
zu erwarten; fallt sie kleiner als die Hinheit aus, so ist kein 
Fehler zu erwarten, der grésser oder gleich a@ wire; der 
mutmaassliche grésste Fehler M wird also durch die Gleichung 


(6) n 7a edit = 1 


“V2 
charakterisiert sein. Die Auflosung dieser Gleichung nach MZ 
lisst sich mittels der Tafel I der Funktion @(¢) bewerk- 
stelligen; man kann nimlich die Gleichung (6) mit der vor- 


iibergehenden Abkiirzung Aa ==¢ in der Form 
EVs 


n(1— O(t)) =1 
schreiben, aus welcher 
(7) a=" 


n 


folgt. Hat man den dem gegebenen » zugehérigen Wert ¢ 
aus der Tafel entnommen, so findet sich das Verhiltnis des 
Maximalfehlers zum mittleren Fehler 


M — 
— = t/2. 
pape, 
Auf diesem Wege ist die beifolgende kleine Tabelle 
konstruiert worden. 


M 

. mM 
cua 

20 1,95 
402.94 
60 2,39 
80 2,49 
100 258 
500 3,09 


1000 3,39 


M 

Ms M 
ee 
5000 3,72 
10000 3,89 
50000 4,26 


100000 » 4,41 
500000 4,74 
1000000 4,88 
5000000 5,19 
10000000 5,33 


Dieselbe ist zunaichst dadurch belehrend, dass sie zeigt, 
wie ausserordentlich langsam der Maximalfehler mit der An- 
zahl der Beobachtungen zunimmt. Wahrend er bei etwa 
20 Beobachtungen das Doppelte des mittleren Fehlers be- 
triigt, erreicht er erst bei ca. 400 Beobachtungen das Drei- 
fache, bei 16000 das Vierfache, bei 2000000 das Fiinffache 
und erst bei 500000000 das Sechsfache desselben. 

Fiir kleine Anzahlen von Beobachtungen lasst aber die 
Formel (7) keine Schliisse zu; denn das Bernoulli’sche 
Theorem, auf das sie sich griindet, setzt grosse Zahlen vor- 
aus. Mithin zeigt die Tabelle, wenn man n = 20 als die 
untere noch zulaissige Grenze und » = 1000000 als den 
héchsten Wert gelten lisst, welcher praktisch etwa noch 
vorkommen kénnte, dass der Maximalfehler sich zwischen 
den Grenzen 2u und 5w bewegt. Da die Beobachtungs- 
differenzen zugleich mit den Beobachtungsfehlern das Gauss- 
sche Gesetz befolgen und die mittlere Beobachtungsdifferenz 
D=uY2 ist (s. Art. 73), so sind 2u/2 und 5u/2 oder 
rund 3u und Tu als die Grenzen anzusehen, zwischen welche 
sich die maximale Beobachtungsdifferenz je nach der Anzahl 
der Beobachtungen stellen wird*), 

Die Erfahrung stimmt mit den Ergebnissen der Theorie 
im gyrossen Ganzen iiberein.. Bei den in Artikel 80 vor- 
gefiihrten von Bessel untersuchten Beobachtungsreihen er- 


gibt sich anf Grund der obigen Tabelle, respektive der 
Formel (7) 


*) Vgl. Helmert, Zeitschr. f. Vermessungswesen, VI. pag. 143 fig. 


im Falle a) b) ) d) 
Fc AY My ag NY ae 
in geniigender Ubereinstimmung mit den dort angegebenen 
Grenzen der beobachteten Fehler. 


Fiir die beiden umfangreichen Beobachtungsreihen des 
Artikels 81 findet man 


im Falle . a) b) 


Mo” “44638 58 At 

wihrend dort = y 
46,35 56,39 
als die Grenzen der beobachteten Fehler angegeben sind. 

Der Beobachtungsreihe des Artikels 82  entspricht 
M = 2,04; es fallt nur einer von den 40 Fehlern iiber diese 
Grenze hinaus. Haufig wird die Wahrnehmung gemacht, 
dass die grossen Fehler etwas zahlreicher auftreten, als es 
der Theorie entsprechen wiirde. 


88. Jordan*) suchte die Frage des Maximalfehlers da- 
durch zu lésen, dass er an die Stelle der Exponentialfunktion 
eine gerade rationale ganze Funktion substituierte und ihre 
Koeffizienten auf Grund der Forderung bestimmte, dass die 
Kurve, welche die geometrische Darstellung der Funktion 
bildet, der Abszissenaxe in endlicher Entfernung — d. i. in 
der Entfernung J2 — beriihrend in erster oder zweiter 
Ordnung sich anschmiege und die notwendige Bedingung 


2 folsae == | 


erfiille. Bei einer Beriihrung erster Ordnung ergibt sich 


15 e \? e \4 

(6) = ien(1 —2(u) +(e) 
und daraus M = 2,6458u; und bei einer Beriihrung zweiter 
Ordnung die von Helmert (I. c.) zuerst aufgestellte Gleichung 


a 


*) Zeitschr. f. Vermessungswesen, VI, pag. 35 fle, und Handbuch 
der Vermessungskunde, 3. Aufl., I, pag. 288 flg. 
Czuber, Theorie der Beobachtungsfehler, 14 
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o() = (1-3 (8 +3, y= (a), 


welche genau M= 3u gibt. Vergleichungen dieser beiden 
Formeln mit der Erfahrung, wie sie von Jordan angestellt 
wurden, gaben zwar eine im allgemeinen gentigende Uber- 
einstimmung, werden jedoch von dem Exponentialgesetz hierin 
entschieden tibertroffen. Jordan zog nun den Schluss, dass 
man 3u als Maximalfehler schlechtweg festsetzen kénne*). 
Unsere Tabelle zeigt, dass diese Angabe fiir Fehlerreihen von 
etwa 400 Beobachtungen zutrifft. 

Dass dieser Weg zur Lésung der obschwebenden Frage vom 
theoretischen Standpunkte nicht geeignet ist, hat Helmert**) 
hervorgehoben, indem er zeigte, dass jene algebraischen 
Funktionen ,nur Glieder in einer Reihe von Niaherungs- 
formeln sind, die sich dem Gauss’schen Gesetze mehr und 
mehr anschliessen, aber den Maximalfehler gleich einem 
immer grésseren Vielfachen des mittleren Fehlers ergeben“. 
Er hat auch den richtigen Standpunkt gekennzeichnet, dass 
die Frage des Maximalfehlers nur mit Riicksicht auf die 
Anzahl der Beobachtungen behandelt werden diirfe. 


89. Schwieriger gestaltet sich die Frage nach dem 
Maximalfehler einer einzelnen Beobachtung. Zu einer theo- 
retisch begriindeten Festsetzung desselben bietet das Fehler- 
gesetz keinen Anhalt, so dass es hier ohne Willkiir nicht 
abgeht. 

Die obige Tabelle zeigt, dass etwa unter 400 Beobach- 
tungen eine vorkommt, welche den Fehler 3u aufweist; wird 
also aus 400 derlei Beobachtungen eine willkiirlich heraus- 


gegriffen, so ist mG die Wahrscheinlichkeit, dass ihr der 


Fehler 3m anhafte. Hrachtet man eine numerische Wahr- 


1 ge ~ : 
scheinlichkeit im Betrage von 400 far gentigend kKlei, um 


*) Der Betrag 3m ist als grésster im arithmetischen Mittel zu 
befiirchtender Fehler bezeichnet worden von Fourier mit der Be- 
griindung, dass man mehr als 50000 gegen 1 wetten kénne, er werde 
nicht tiberschritten. Bull. des scienc. mathém., II, pag. 88 fig. 

=>) imcanpace wed to. 
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das Hintreffen des Hreignisses, welchem sie zukommt, als an 
der Grenze des Gewohnlichen zu erkliren, so kann man — 
und dies thut Helmert — 3u als den Maximalfehler einer 
Beobachtung ansehen. Aber es liegt ein wesentlicher Unter- 
schied zwischen dieser Auffassung und der friiheren: wenn 
eine Reihe von 400 Beobachtungen ausgefiihrt worden ist, 
so hat man unter normalen Verhiiltnissen zu erwarten, dass 
in der steigend geordneten Fehlerreihe der grésste Fehler 
etwa 3u sein werde; ist dagegen nur eine Beobachtung ge- 
macht worden, so wird ihr Fehler nur bei dem Zusammen- 
treffen sehr ungtinstiger, wenn auch nicht ungewohulicher, 
Umstiinde den Betrag 3u erreichen. 


§ 11. Ausscheidung widersprechender Beobachtungen. 


90. Mit der Frage des Maximalfehlers hingt die weit 
schwierigere der Ausscheidung widersprechender oder zweifel- 
hafter Beobachtungen zusammen. 

Wenn ein Beobachter eime Reihe von Messungen, die 
er ausgefiihrt, fiir gleichmissig gut erklirt, so driickt er damit 
nur aus, dass er sich wihrend der Beobachtungen keines 
Umstandes bewusst geworden ist, welcher ihn veranlassen 
k6énnte eine Beobachtung der andern vorzuziehen; der objektive 
Sachverhalt aber wird diesem subjektiven Dafiirhalten nie ganz 
entsprechen. Es werden bei einzelnen Beobachtungen Ursachen 
zur Wirkung kommen, welche verschieden sind von denjenigen, 
denen die Entstehung der Beobachtungsfehler im allgemeinen 
bei dem betreffenden Vorgange zugeschrieben wird. In der 
That zeigt fast jede gréssere Beobachtungsreihe einzelne 
Resultate, welche durch ihre auffaillige Abweichung von den 
andern den gegriindeten Verdacht erwecken, dass sie unter 
aussergewohnlichen Verhaltnissen zu Stande gekommen sind. 
In manchen Fallen wird dies mit einer an Gewissheit streifen- 
den Wahrscheinlichkeit angenommen werden diirfen. Alle 
Versuche jedoch, ein allgemein giltiges, auf wahrscheinlichkeits- 
theoretischen Grundlagen ruhendes Merkmal dafiir anzugeben, 
ob eine Beobachtung von stérenden Fehlerursachen beeinflusst 
war und daher auszuschliessen ist, sind bisher ohne befrie- 


digendes Resultat geblieben. 
14* 


Aber auch diejenigen Fehlerursachen, welche als die 
gewohnlich wirkenden anzusehen sind, werden es in der 
Regel nicht bestiindig in gleichem Grade sein, so dass auch 
von diesem Gesichtspunkte nicht alle Beobachtungen dasselbe 
Vertrauen verdienen. 

Es wird nicht ohne Nutzen und Interesse sein, einige 
der auf Verscharfung der Resultate durch Ausscheidung 
zweifelhafter Beobachtungen gerichteten Versuche kennen zu 
lernen und in ihren theoretischen Grundlagen zu verfolgen. 

91. Es unterliegt keinem Zweifel, dass die Ausscheidung 
solcher Beobachtungen, deren Abweichung vom arithmetischen 
Mittel dem absoluten Betrage nach eine gewisse Grenze tiber- 
schreitet und die vermutlich oder sogar héchst wahrschein- 
lich minder gut sind, die Genauigkeit des Resultates erhéhen 
miisste, und zwar in um so hodherem Grade, je enger man 
jene Grenze zége. Hine von Bertrand*) ausgefiihrte Unter- 
suchung bestitigt dies und gestattet den Grad der Ver- 
schirfung zu schitzen. 

Hine Groésse ist » mal gemessen worden; man hat aus 
den Beobachtungsergebnissen /,, /,,...1, das arithmetische 
Mittel x, aus ihren Abweichungen 4,, 4,,...4, von a das 
Prazisionsmaass h und den mittleren Fehler des arithmetischen 


[a2] 


n? 


Mittels, dessen Quadrat (annahernd) gleich ist , abgeleitet; 


in der Voraussetzung, dass » gross und die Beobachtungen 
sorefaltig ausgefiihrt sind, darf man erwarten, dass x nur 
sehr wenig sich von dem wahren Werte der gemessenen 
Grésse unterscheiden werde, und die 4 wie wahre Fehler 
ansehen. Die Wabhrscheinlichkeit eines Betrages 4 kann, 
weil kein Grund fiir die Annahme stérender Ursachen vor- 
hegt, mit 


h iy pe 
1 g-PP gy 


v4 
angesetzt werden. 
Man stelle nun die Fehlergrenze @ derart fest, dass die 
Wahrscheinlichkeit, ein Fehler sei absolut genommen kleiner 
als @, einem bestimmten, willktirlich festgesetzten Werte p 


*) Calc. des Probab., art. 166 und Compt. rend., CVI, pag. 701 fig. 


gleichkommt — @ ergibt sich dann durch Auflésung der 
Gleichung 
Dh 
(1) O(@h) = All e-"di==p 
Ve 


— und unterdriicke alle Beobachtungen, deren Fehler @ 
iibersteigt*). Die Anzahl m der iibrig bleibenden Beobach- 
tungen U,’, lo, ... Ux wird dem Bernoulli’schen Satze zu- 
folee nur wenig von np verschieden sein, und wir setzen im 
Folgenden geradezu 
m= np. 

Mit diesen Beobachtungen mége nun ebenso verfahren 
werden wie mit den urspriinglichen; man bestimmt ihr arith- 
metisches Mittel x’, bildet ihre Abweichungen 4’ von diesem 


und beniitzt sie zur Bestimmung des mittleren Fehlers von x’, 
[2'2'] 
m* 


dessen Quadrat gleichkommt 


Hatte man alle Beobachtungen beibehalten, so ware 575 


das Quadrat des mittleren Fehlers einer Beobachtung und 


b= 


somit 


E 1 
oo onl? 
das Quadrat des mittleren Fehlers von w. 

Hat man jedoch nur die m ausgewahlten Beobachtungen 
herangezogen, so ist das Quadrat des mittleren Fehlers einer 
Beobachtung dargestellt durch 


® 
Zhe Ae-"K di: 
pV m6 ’ 


*) Man denke sich, sagt Bertrand, eine Person von seltener 
Geschicklichkeit, welche ohne selbst zu beobachten alle Vorgiinge der 
Messung aufmerksam tiberwacht und, auf das genaueste vertraut mit 
der Beobachtungsmethode, den Unvollkommenheiten des Instruments 
und den Schwichen des Beobachters, ihr Urteil tiber jede einzelne 
Beobachtung mit dem einzigen Worte ,,gut‘‘ oder ,,schlecht‘‘ aus- 
driickt, Es ist klar, dass die Unterdriickung der als schlecht be- 
zeichneten Beobachtungen die Zuverlissigkeit der Resultate um so mehr 
erhéhen wird, je mehr Beobachtungen beseitigt worden sind, oder 
besser gesagt, je rigoroser die tiberwachende Person zu Werke ging. 
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denn die Anzahl der einem Fehler zwischen 4 und 4-+ da 
giinstigen Fille ist dieselbe geblieben, dagegen die Anzahl 
der méglichen Falle durch die Auswahl mit p multipliziert 
worden; darum erscheint p im Nenner. Durch faktorenweise 
Integration erbalt man 


w 


2h | A aa Poy hi 7222 
pal jah gl) dele rete [eae dy 
Dae a 2ph? ’ 

pV«u @ Pp V ae 


und dies gibt mit Riicksicht auf (4) 


a @ & ee : 
2h? pV « 


Durch Division mit m—=xnp erhilt man hieraus das 
Quadrat des mittleren Fehlers in x’, und dasselbe kann, wenn 
man fiir p den aus (1) ersichtlichen Ausdruck einsetzt, in 


der Form 


O(@h) — ve ie Ho 
4 


®) rr 


geschrieben werden. 

Die Vergleichung von (2) mit (3) zeigt nun, dass der 
mittlere Fehler in wv’ kleiner ist als der in w, so lange der 
eingeklammerte Ausdruck in (3) ein echter Bruch ist. Dies 
ist aber immer der Fall; denn jener Ausdruck, welcher mit 
wh = t 


a(t) — oe sat 


OH? 
lautet, verschwindet fiir ¢ = 0, wichst mit ¢ bestiindig und 
nihert sich der Grenze 1, wenn ¢ unendlich wird. LHinige 
Werte gentigen, um seinen Verlauf anzudeuten. 
$= Ot 0.2°°°0,9' | 04) Oo 06 0. Fomte8 
Wert des Ausdrucks = 0,091 0,183 0,198 0,246 0,293 0,339 0,379 0,416 


Ks darf nicht tibersehen werden, dass die Anwendung 
der Formel voraussetzen wiirde, dass » und np grosse Zahlen 
seien, weil nur dann zu erwarten ist, dass die Differenz 
m—np klein sein werde. 
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Die untere Grenze @ fiir die Fehler der auszuscheiden- 
den Beobachtungen wiire hier dem Ermessen des Beobachters 
anheimgegeben; zur Ausschliessung wiirde er aber gewiss nur 
dann schreiten, wenn innere Griinde mit grosser Wahrscheinlich- 
keit fiir die Minderwertigkeit der zweifelhaften Beobachtungen 
sich zeigten. 


92. B. Peirce*) hat die Grenze @ durch wahrschein- 
lichkeitstheoretische Betrachtungen festzustellen versucht und 
ein Kriterium aufgestellt, mittels dessen dariiber entschieden 
werden soll, ob eine zweifelhafte Beobachtung der Wirkung 
stérender Ursachen zuzuschreiben und daher auszuscheiden 
ist oder nicht. Seine Schliisse sind im Wesentlichen die 
folgenden. 

Fiir eine Reihe von »m Beobachtungen ist die Fehler- 
grenze @ der auszuscheidenden Beobachtungen zu bestimmen, 
vorausgesetzt dass es solcher Beobachtungen gerade v gebe. 

Das Prinzip zur Lésung dieses Problems soll darin be- 
stehen, dass die zweifelhaften Beobachtungen dann aus- 
geschlossen werden, wenn die Wahrscheinlichkeit des Fehler- 
systems, welches sich ergibt, wenn man sie beibehalt, kleiner 
ist als die Wahrscheinlichkeit des Fehlersystems, welches aus 
ihrer Verwerfung hervorgeht, multipliziert mit der Wahr- 
scheinlichkeit, gerade so viele und nicht mehr abnormale 
Beobachtungen zu machen. 

Es seien also, in Ausfiihrung dieses Gedankens, 1,, /,, ... 1, 
die Beobachtungen, an der Zahl, v die Anzahl der zur 
Ausscheidung proponierten, daher m—n— v die Anzahl der im 
Falle der erfolgten Ausscheidung zurtickbleibenden; 4,, A,,... An 
das System der Fehler, wenn keine Beobachtung ausgeschlossen 
wird, A,’,4,,--.4m das Fehlersystem im Falle der Ausschei- 
dung; w der mittlere Fehler emer Beobachtung im ersten, 

P 
w’ im zweiten Falle; (A) ——*_¢ 3 das Gesetz der 


“V2 
2 


Fehler im ersten, gm (A) = ae e *"" das analoge Gesetz 
w Vn 


*) Gould’s Astronomical Journal, II, Nr. 45. Vgl. auch Chauvenet, 
Manual of spheric. and pract. Astronomy, II, pag. 558 fig. 
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im zweiten Falle; = == das Verhiltnis der Fehlergrenze zum 


mittleren Fehler; endlich y die als unbekannt anzusehende 
Wahrscheinlichkeit, dass solch eine zweifelhafte Beobachtung 
auf Rechnung ihrer Grosse ausgeschieden werde, y’=1— y 
die Wahrscheinlichkeit, dass sie nicht von abnormalem Cha- 
rakter sei, welcher ihre Ausscheidung begriinden wiirde. 

Die Wahrscheinlichkeit, der numerische Wert des Fehlers 
einer Beobachtung iiberschreite die Grenze @, ist 


a 
iva) 


72 


pee | ee reer 
Vie 
a) 
oder wenn man i == #* setzt, 
1 sa [edt = 1 — © sai 
oe Ob eth ve 
¥2 


Zur Aufstellung der Wahrscheinlichkeit des ersten Fehler- 
systems bemerkt Peirce, dass sie mit Beriicksichtigung der 
Bedingung, dass v Beobachtungen die Fehlergrenze xw tiber- 
schreiten, und daher so geschehen miisse, dass diese Be- 
obachtungen, weil sie im zweiten System ausgeschieden sind, 
nicht nach ihrem wirklichen Betrage, sondern nur insoweit 
sie die Grenze xu tiberschreiten, in Rechnung kommen. 
Hiernach sei diese Wahrscheinlichkeit (proportional) 


[Aa] —v x? 2 


P= (hy) (a) 900) Soran} Ae DST 


(et (2 7) 2 


und dies kann vermége [4A] = (n — 1)u? auf die Form 


1 
> 


2) pa 20 eerie 


gebracht werden. 

Das Produkt der Wahrscheinlichkeit des zweiten Fehler- 
systems mit der Wahrscheinlichkeit, dass gerade » Beobach- 
tungen ausgeschieden werden, ist (proportional) 
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[a’a’] 
ue re , / ( , , yy Dy 
le OD (Ay) @ (A,’) bu) a) Z pale ait ) 
ATG: =)” 
oder wegen [A’A’] = (m — 1)w” 
1 
2 ; voorm Sates (ees) 
(3) boss lk lab epes Sows 


ie 
uw m (2 1) 2 
Zur Ausscheidung der v proponierten Beobachtungen ist 
man dem aufgestellten Prinzip zufolge berechtigt, wenn 


Teas, 


d. i. wenn 
1 
“ w’\m oe ap Vp,’ m 
(4) (Ye ei eg 


Der Wert von y ist so zu bestimmen, dass P” ein 
Maximum werde; y’y’™ = y’(1 — y)” aber erreicht seinen 
gréssten Wert fiir 


. OEY ew Ha © 
Y¥=5, Y=%3 


setzt man diesen Maximalwert 


(6) fora 
n 
und 
= (21) 
(6) e? p(x) = R, 


so ergibt sich auf Grund von (4) die zur Bestimmung von x 
fitihrende Gleichung und damit auch das Kriterium 


(7) (re 


Fiir das Verhialtnis a lasst sich ein Naherungswert be- 


stimmen, wenn man bemerkt, dass [A’A’] sich von [AA] um 
die Summe der Fehlerquadrate der ausgeschiedenen Beobach- 
tungen unterscheide; dies gibt nadmlich die allerdings nur 
angendhert richtige Gleichung 
(n — tut — (m — tu’? = vada, 
aus welcher sich 
(2)'— n—1—vx? 


u m—1 
berechnet; hiermit wird aus (7) 
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2¥ 
Cl ve Ear 


m—1 R 
und daraus folgt, wenn man zur Abkiirzung 
2v 

| L\ im 2 
(8) (z)" = 8° 
setzt, schliesslich 

‘ 5 m—1 9 

(9) Wi ter ks ae (1 — B’). 


Zur Erleichterung der Rechnupg sind yon Gould*) und 
von Chauvenet**) Tafeln fiir die Gréssen 7 und Rf, respektive 
fiir deren Logarithmen, geordnet nach den entsprechenden 
Argumenten ”, v, beziehungsweise x berechnet worden, was 
darauf schliessen lisst, dass das Kriterium seitens amerika- 
nischer Astronomen thatsiichlich benutzt zu werden pflegt***). 
Durch successive Approximation kann mit Hilfe der Glei- 
chungen (8), (9), indem man mit emem angenommenen Werte 
von x” beginnt, der definitive Wert dieser Grésse gefunden werden. 

Gould hat auch eine Tafel der Werte x* fiir verschie- 
dene » und v aufgestellt, von welcher hier ein Bruchteil 
folgen mége. 

Tafel der Werte von x’. 


| it 2 3 4 D 
50) HERERO 
4| 1,912 | 1,163 
5 | 2278 | 1,489 
6 | 2,592 | 1,687 | 1,208 
7} 2,866 | 1,910 | 1,409 | 1,045 
§|"8,109) 22112 1/1560. | age 
9 | 3,327 | 2295 | 1,753 | 1,388 | 1,091 
10 | 3,596 | 2464 | 1,904 | 1,581 | 1,242 


*) Gould’s Astron, Journ., [V, Nr. 83. 
=) lacs 
*K) Dies bestiitigen auch einige Bemerkungen Winlock’s in der 
Verteidigung des Peirce’schen Kriteriums (Astron. Journ., [V, Nr. 91), 
welche er dem abfilligen Urteil Airy’s (ibid., Nr. 90) entgegen- 
gestellt hat, 


| 1 2 <3 4 ae 


Us| 3,07.) Sout | 2045 | 1.662 | 1.378 
12 | 3875 | 2,766 | 2,176 | 1,785 | 1,492 
13 | 4,029 | 2902 | 2,999 7 1,901 |. 1,604 
14 | 4173 | 3,080 | 2,416 | 2,009 | 1,709 
15 | 4,309 | 3,151 | 2526 | 2111 | 1,807 
16 | 4,436 | 3264 | 2630 | 2.207 | 1,898 
17 | 4555 | 3,371 | 2729 | 2800 | 1,985 
18 | 4,668 | 3,475 | 2894 | 2389 | 2,069 
19 | 4,776 | 3,571 | 2914 | 2.474 | 2,150 
20 | 4,878 | 3,664 | 3,001 | 2,556 | 2,997 


21 | 4975 | 3,755 | 3084 | 2634 | 2301 
22 | 5,068 | 3,840 | 3,164 | 2,709 | 2,373 
23 | 5,157 | 3,923 | 3,240 | 2,782 | 2,449 
24 | 5,242 | 4,002 | 3315 | 2,852 | 2,509 
25 | 5324 | 4078 | 8387 | 2990 | 2573 
26 | 5403 | 4,151 | 3,456 | 2986 | 2,636 
27 | 5479 | 4,922 | 3593 | 3,049 | 2,697 
98 | 5552 | 4291 | 3588 | 3111 | 2,756 


29 | 5,622 | 4358 | 3,651 | 3171 | 2,813 
30 | 5,690 | 4,422 | 3,712 | 3,229 | 2,869 


31 | 5,756 | 4,484 | 3,772 | 3285 | 2,993 
32 | 5,820 | 4,545 | 3829 | 3340 | 2,976 
33 | 5,882 | 4604 | 3884 | 3,394 | 3,028 
34 | 5,942 | 4661 | 3939 | 3,446 | 3,078 
35 | 6,001 | 4,717 | 3,992 | 3497 | 3,127 
36 | 6,058 | 4,771 | 4,044 | 3,547 | 3,174 
37 | 6118 | 4,823 | 4,095 | 3,595 | 3,221 
38 | 6167 | 4,874 | 4,144 | 3,643 | 3,267 
39 | 6,219 | 4995 | 4,192 | 3,689 
40 | 6,270 | 4,974 | 4,239 | 3,734 | 3.356 


Oo 
eS) 
a 
bo 


Hiernach ist, wenn es sich um die Ausscheidung einer 
zweifelhaften unter 30 Beobachtungen handelt, ©? = 5,690u?, 
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also die Fehlergrenze @ = 2,39, dagegen bei drei zur Aus- 
scheidung proponierten Beobachtungen @° = 3,712u? und 
@=1,93u. 

Auf die im Artikel 82 besprochene Beobachtungsreihe 
angewendet hat man, wenn es sich zunichst um Ausschei- 
dung einer Beobachtung handelt, 


n=A0, y =e also i est Ue 


wegen uw” = 0,8317 ist demnach ® = 2,28; da nun die mit 
dem gréssten Fehler 2,42 behaftete Beobachtung 6,35 diese 
Grenze tiberschreitet, so wire sie auszuscheiden. — Wollte 
man zwei Beobachtungen verwerfen, namlich die beiden 
vom arithmetischen Mittel am meisten abweichenden 6,35 
und 2,28, so ware 


n= AQ, y=? also 4? = 4,974 


? 


und die Fehlergrenze ®@ = 2,03; da aber die erwahnten Be- 
obachtungen um 2,42, 1,65 vom arithmetischen Mittel ab- 
weichen, so ware nur die erste, die zweite nicht zu verwerfen. 

Auf diese Weise kann in jedem Falle durch schrittweisen 
Vorgang die Anzahl der auszuscheidenden Beobachtungen 
festgestellt werden. 


93. Im Anschlusse an Peirce’s Kriterium und um das 
Vertrauen in dasselbe zu erhdhen, gab Chauvenet*) eine 
einfache Regel behufs Ausscheidung einer zweifelhaften Be- 
obachtung aus einer Reihe direkter Beobachtungen. Dieselbe 
schliesst sich eng an das Verfahren an, welches in Art. 87 
zur Schitzung des Maximalfehlers eingeschlagen worden ist. 

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Fehler dem absoluten 
Betrage nach grésser sei als @, ist 


und in ” Beobachtungen hat man solcher Fehler 


*) |. c., pag. 564 fg. 


ce : i 1 
zu erwarten. LBetriiet diese Zahl weniger als =» 980 hat 


ein Fehler vom Betrage @ eine gréssere Wahrscheinlichkeit 
gegen als fiir sich“ und ist daher auszuscheiden. Auf Grund 
dieser Festsetzung ergeben sich nach dem in Art. 87 be- 
folgten Vorgange zur Bestimmung der Fehlergrenze © =xu 
fiir die Ausschliessung einer Beobachtung die Gleichungen 


2n—1 
‘i a) = — 
4= ty 2, 


deren erste mittels der Tafel I am Ende des Buches ge- 
lést wird. 

Die Regel kann auch zur successiven Ausscheidung von 
zwei und mehreren Beobachtungen verwendet werden. 

Um den Anschluss an das Kriterium von Peirce zu 
zeigen, modge die folgende Zusammenstellung einiger Werte 
von x dienen. 

2 


n 

n Peirce Chauvenet  Differenz 
10 3.526 3,840 — 0,314 
20 4,878 5,024 — 0,146 
30 5,690 5,728 — 0,038 
40 6,270 6,236 + 0,034 
50 6,720 6,632 + 0,088 
60 7,090 6,956 + 0,134 


94. Stone”) ist, um ein Kriterium fiir die Ausscheidung 
zu gewinnen, von der unbestreitbaren Thatsache ausgegangen, 
dass beim Anstellen und Verzeichnen yon Beobachtungen 
auch dem geiibtesten und gewissenhaftesten Beobachter 
Irrungen unterlaufen, deren er sich bei dem ganzen Vor- 
gange nicht bewusst wird. Beobachtungen aber, welche 


*) Monthly Notices of the R. Astron. Soc., XXVIII, pag. 165 flg. 
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unter dem Hinflusse von Irrungen zu Stande gekommen sind, 
sollen ausgeschieden werden. Nun gebe es fiir jede Gattung 
von Beobachtungen und jeden Beobachter eine Zahl N, so 
dass im grossen Durchschnitt unter N Beobachtungen ein- 
mal ein Irrtum geschieht. Setzt man nun die Wahrscheinlich- 
keit, dass ein Fehler dem absoluten Betrage nach grosser sei 


" , so betrachtet Stone die Gleichung 


als @, gleich W? 


ia) 


2eH (a) neceume ott 
ef eta SS 
Fale N. 


@ 
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als diejenige, welche die Grenze der Ausscheidung feststellt; 
denn jeder Fehler grésser als ® kénne mit grésserer Wahr- 
scheinlichkeit einem Irrtum als den gewohnlich wirkenden 
Ursachen zugeschrieben werden. 
Die Umformung der obigen Gleichung fihrt zu den 
Relationen 
N—1 


O() =" 


(i) — utV2, 


welche mit jenen des Art. 87 tibereinstimmen, wenn man N 
fiir n setzt. Die dort angegebene Tabelle gilt also auch im 
svevenwirtigen Halle. 

Wenn man sich damit zufrieden gibt oder wenn man 
dies auf Grund wiederholter Erprobung geradezu annehmen 
darf, dass ein Beobachter unter 1000 Fallen einmal irrt, 
dann sollen alle Beobachtungen, deren Fehler 3,39u itiber- 
steigt, verworfen werden. 

Nun ist, wie Stone bemerkt, allerdings kein Mittel 
vorhanden, fiir eine Gattung von Beobachtungen und einen 
bestimmten Beobachter die Zahl N festzusetzen; aber bei der 


ausserordentlich langsamen Anderung, welche ie mit wachsen- 


dem WN erfihrt, geniige ein roher Niherungswert; er scheint 
N = 500 fiir denjenigen Wert zu halten, welcher gewéhnlichen 
Verhiltnissen entsprechen diirfte, und findet so, dass 
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einem wahrsch. Fehler einer als Grenze 
Beob. von der Ausschliessung 
O12 0,55 
0,48 22 
0,95 44 
1:91 8,8 
3,82 17,6 


(beiliufig @ = 4,67) entspreche. 

In wesentlichem Gegensatze zu den beiden vorgenannten 
Kriterien hangt hier die Grenze der Ausscheidung nicht von 
der Anzahl x der Beobachtungen, sondern von einer fiir eine 
Gattung von, Beobachtungen und einen Beobachter fest 
bleibenden Zahl N ab, fiir deren Bestimmung sich itiberdies 
kein Anhalt bietet. 

Gegen Stone’s Verfahren lisst sich ein gewichtiger 
Einwand erheben. Gesetzt, man hatte fiir einen Beobachter 
und eine bestimmte Gattung von Beobachtungen N = 100 
angesetzt; dann wire jede Beobachtung, deren Abweichung 
2,58u iibersteigt, zu verwerfen. Hat aber der betreffende 
Beobachter 300 solcher Beobachtungen ausgefiihrt, so werden 
die aus den gewohnlichen Ursachen entspringenden Fehler 
mutmaasslich bis zur Grenze 2,94u reichen; es wiirden also 
nach der obigen Regel Beobachtungen verworfen werden, bei . 
welchen kein Grund fiir die Annahme aussergewohnlicher 
Ursachen vorliegt. 

95. Angesichts der Thatsache, dass keine der Regeln 
fiir die Ausscheidung scheinbar anormaler Beobachtungen 
frei ist von willkiirlichen Annahmen, muss die Frage auf- 
geworfen werden, ob es sich iiberhaupt empfiehlt, auf diesem 
Wege eine Verschirfung der Resultate anzustreben. Hervor- 
ragende Beobachter haben sich teils unbedingt dagegen aus- 
gesprochen, teils haben sie die Ausschliessung einer Beobach- 
tung von fiir jeden einzelnen Fall besonders anzustellenden 
Erwagungen abhangig gemacht, statt sie einer alle Falle um- 
fassenden Regel anheimzugeben, welche sich nach der numeri- 
schen Grésse des Beobachtungsresultats allein richtet. 

Bessel*) bemerkt bei einer Gelegenheit hieriiber folgen- 


*) Gradmessung in Ostpreussen, pag. 67. 
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des: ,, Wir haben die Regel angenommen und ohne Ausnahme 
befolgt, die Anstellung einer Beobachtung selbst als die An- 
erkennung hinreichend giinstiger dusserer Umstiinde anzu- 
sehen, d. h. wir haben jede gemachte Beobachtung, und zwar 
alle mit gleichem Gewicht, zu dem Resultate stimmen lassen, 
ohne das etwaige Zusammentreffen ungiinstiger Umstinde 
mit der stiirkeren Abweichung einer Beobachtung als einen 
Grund zu ihrer Ausschliessung gelten zu lassen. Wir haben 
geglaubt, nur durch die feste Beobachtung dieser Regel Will- 
kiir aus unseren Resultaten entfernen zu kénnen.“ 

Airy*) kommt in seiner Kritik des Peirce’schen Kri- 
teriums zu folgenden Schliissen: 

1) Die mathematische Theorie der Wahrscheinlichkeit 
wird in allen Fragen hinfillig, welche sich auf Fehler von 
tibermassiger Grésse beziehen. 

2) Keine Betrachtung der Grésse der itibrigbleibenden 
(scheinbaren) Fehler an sich kann zur Ausscheidung eines 
Resultats berechtigen. 

3) Zur Ausscheidung eines Resultats sind wir nur dann 
berechtigt, wenn wir bei der besten Schitzung der Grenzen, 
innerhalb welcher die verschiedenen Fehlerursachen wirken 
kénnen, finden, dass das Zusammenwirken dieser Ursachen 
unmoglich einen Widerspruch von der fraglichen Grésse her- 
vorbringen kann; 

4) und wenn wir bemerken, dass andere Ursachen ge- 
wirkt haben kénnen, die ihrer Natur nach bei gewodhnlichen 
Beobachtungsreihen nicht als wirkend anzusehen sind. 


Wie man sieht, werden die hier gestellten Bedingungen 
nur in den seltensten Fallen erftillbar sein. 

In entschiedenerer Weise spricht Faye**) sich tiber den 
Gegenstand aus. Er erblickt in der Ausscheidung von Be- 
obachtungen eine schwere Unzukémmlichkeit, da es dem 
Rechner in vielen Fallen leicht wire, auf diesem Wege aus 
den Beobachtungen das ihm am besten zusagende Resultat 
zu ‘ziehen, um dadurch eine vorgefasste Meinung zu stiitzen. 


*) Vol. Art. 92, 
**) Compt. rend., CVI, pag. 783 fle. 
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Die beste Regel sei daher die, nur solehe Beobachtungen 
auszuschliessen, welche sich als zweifelhaft kennzeichnen in 
dem Augenblicke, wo sie gemacht werden, und vor jedweder 
Rechnung. 

Dass die Auswahl gerade die gegenteilige Wirkung von 
der beabsichtigten haben kénne, dafiir gibt Airy einen be- 
achtenswerten Beleg. Im vorigen Jahrhundert, zu einer Zeit, 
wo die Figur der Erde noch unvollkommen bekannt war, 
wurden in Beachy Head und Dunnose in England gegen- 
seitige Azimutbeobachtungen ausgefiihrt zum Zwecke der 
geographischen Lingeneinteilung Englands. Die Resultate 
waren betrichtlich fehlerhaft. Die Beobachtungsbiicher kamen 
spaiter in die Verwahrung General Colby’s und dieser fand, 
dass zur Ableitung jener Resultate nur die am meisten tiber- 
einstimmenden Beobachtungen ausgesucht und benutzt worden 
sind. Nachdem man alle, auch die am meisten widersprechen- 
den, herangezogen, ward das Ergebnis ein ganz vorziigliches. 

96. Wie schon hervorgehoben wurde, sind die Versuche, 
durch Ausscheidung widersprechender Beobachtungen die 
Resultate zu verbessern, aus der bei jedem Beobachter fest 
begriindeten Uberzeugung hervorgegangen, dass selbst unter 
scheinbar gleichen fiusseren Umstanden und mit derselben 
Sorgfalt angestellte Beobachtungen nie von gleicher Giite 
sind; mit anderen Worten, dass die Annahme, die Fehler der 
Beobachtungen seien insgesamt einem und demselben Gesetze 


h : 
von der Form ‘is —* unterworfen, niemals vollkommen 
414 


zutrifft. Hiermit entfaillt aber auch die wesentliche Voraus- 
setzung dafiir, dass das arithmetische Mittel der wahrschein- 
lichste Wert der beobachteten Grésse sei; dasselbe kann 
vielmehr nur eine Niherung dieses Wertes darstellen. Hs 
handelt sich nun darum, auf welchem Wege eine Verbesserung 
dieses Approximativwertes zu erreichen ist mit Beibehaltung 
aller Beobachtungen. 

In diesem Sinne ist der Gegenstand von De Morgan*) 
und unabhingig von ihm durch Glaisher**) aufgefasst worden. 


*) Encycl. Metropolitana, IJ, ,,Theory of Probab.“ pag. 456. 
**) Monthly Not. of the R. Astron. Soc., XXXII, pag. 391 fly, 
Czuber, Theorie der Beobachtungsfehler. 15 . 
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Es liegt die Aufgabe vor: Gegeben ist eime Anzahl 
direkter Beobachtungen einer und derselben Grésse; man soll 
das wahrscheinlichste Resultat ableiten. 

Die erste Annahme, dass alle Beobachtungen demselben 


Gesetze “Le # folgen, fiihrt zu dem arithmetischen Mittel. 
M4 


Der Wert von h ist zugleich n&éherungsweise durch die Be- 
obachtungen bestimmt. Damit findet das Verfahren in der 
Regel seinen Abschluss. 

Man geht also so vor, als ob man einen Grund dafiir 
hatte anzunehmen, dass ein und dasselbe 4 zur Darstellung 
aller Beobachtungen geeignet sei, wihrend man a priori 
keine positive Kenntnis tiber den Gegenstand hat und 
a posteriori keine andere als die, welche sich aus den Be- 
obachtungen selbst ableiten lisst. In Wirklichkeit werden 
den einzelnen Beobachtungen verschiedene h entsprechen ; 
um zu einer Schatzung derselben zu gelangen, verfahrt 
Glaisher wie folgt. 

Man habe aus den Beobachtungen J,, /,,...1, das arith- 
metische Mittel # und den Wert fiir h abgeleitet. Sind die 
Beobachtungen gut und zahlreich, so wird x dem wahren 
Werte nahe sein und man kann die scheinbaren Fehler 
Ai, Ao, -.. 4, wie wahre Fehler ansehen. Das numerisch 
groésste unter den 4 folgt héchst wahrscheinlich einem Ge- 
setze, in welchem / einen kleineren Wert hat als den aus 
der Gesamtheit berechneten; einen nichstgréssern Wert wird 
das h des zweitgréssten 2 haben u. s. f. Um diese gegen- 
seitige Abwigung der Beobachtungen zu _bewerkstelligen, 
wird festgesetzt, eine Beobachtung sei als genau (im ge- 
wohnlichen Sinne des Wortes) anzusehen, wenn sie von dem 
wahren Werte nicht mehr als um einen festgesetzten kleinen 
Betrag 0 differiert, wenn also ihr Fehler zwischen den 
Grenzen 0 — 0 und 0 + 0 eingeschlossen ist. Dann ist die 
Wahrscheinlichkeit, eine Beobachtung, welche dem Gesetze 


h : : 2hd ce : 

—— ¢e—"® folet, sei genau, gleich —— und indert sich also 
7 7 

wie h, wenn das Gewicht sich wie h? indert, so dass das 
Gewicht emer Beobachtung proportional ist dem Quadrat der 


Wahrscheinlichkeit, dass sie genau sei. 


— 227 — 


Nun ist die Wahrscheinlichkeit, dass # der wahre Wert 
der beobachteten Grosse sei, unter Annahme eines einheit- 
lichen h proportional 


Cail Vi ct ie a 


daher die Wahrscheinlichkeit, dass 1; der wahre Wert sei, 
proportional 
oF (GaP +e +h, } 
) 
dass J, es sei, proportional 
em? (la bP Fla ty) 


u.s.W.3 bezeichnet man diese Ausdriicke mit Vpz, Vp,, Vipo, «++ 
so sind dem obigen zufolge die Gewichte der Beobachtungen 
l,, l,,... proportional den Gréssen p,, p.,..-, und man hat 
als zweite Niherung fiir den Wert der beobachteten Grésse 
(s. Art. 23 und 49) 
pea staan F Pal 
| Pg pe bmp 3 


Daraus, dass die Wahrscheinlichkeit, es sei w’ der wahre 
Wert der beobachteten Grésse, nunmehr proportional ist 


Ca { py (2’— 1)? + po (@’— In)? ++ alan (7’— 1, )? } , 


ergeben sich durch Anwendung ihnlicher Schliisse neue Ge- 
wichte p,,p,,... der Beobachtungen, mit deren Beniitzung 
ein neuer Naherungswert x” der Unbekannten zu rechnen 
ist, und dieser Prozess ist so lange fortzusetzen, bis die 
Gleichungen p,“*) =p,™, p”"t9 = p., ... nahe genug er- 
fiillt sind (pz, px’, ... kénnen jeweilen als Einheit der Ge- 
wichte angenommen werden). Dann sind die wahrschein- 
lichsten Gewichte der Beobachtungen und der wahrscheinlichste 
Wert der beobachteten Grésse mit zureichender Schiarfe be- 
stimimt*). 


*) Kin Verfahren, welches an das hier vorgeftihrte erinnert, ist 
schon 1821 von Svanberg angegeben worden: Dissertation sur la 
recherche du milieu le plus probable entre les résultats de plusieurs 
observations ou expériences, Gergonne Ann. de Mathém., II, pag. 181 flg. 
Als Gewichte der Beobachtungen werden die reciproken Werte ihrer 
Abweichungen von dem vorangehenden Mittelwert oder deren Quadrate 
bentitzt, 

15* 
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Die einzige Annahme, die dabei gemacht worden ist, 
besteht darin, dass irgend ein Fehler einem Gesetz von der 
Form 2 e-## folge. 

Vu 

Die Berechnung von p,, p,,..., der Data fiir die zweite 

Naherung und ebenso fiir jede folgende lasst sich verein- 


fachen. Da namlich 7 = ES so ist 


a) ei mig art nt @ a 1p? = — na? + [11] 
und daher 
Dz = e— 217 (— ne + [Ul 
setzt man irgend einen andern Wert z an die Stelle von z, 
so wird 


(¢—14)+e—1) +--+ (¢—-1b) =ne —2nxe-+ [ll], 

somit 

Pp: — g—2nl?(e—2) 

Py 
so dass sich, wenn p, als Hinheit gewahlt wird, fiir z—=1,, /,, 
ergibt 

Dp, = eM] —h) pp, EBL) 

oder auch, wenn man an Stelle von # den mittleren Fehler wu 
einer Beobachtung und fiir « —/,, w — l,, --- die gebrauch- 
lichen Zeichen einfiihrt, 


Je grésser also der scheinbare Fehler einer Beobachtung, 
desto tiefer wird ihr Gewicht und somit ihr Hinfluss auf die 


Bestimmung des zweiten Niherungswertes herabgedriickt. 


Ferner ist wegen a’ — te 
p,(@'—1,)? + ppg (a — 1g)? +++ + pn (a —1,)? = — [p] 2” + [pil] 
und daher 
& Dy! S53 Fe pe leet). 


setzt man an Stelle von w einen andern Wert zg und be- 
merkt, dass 


Bd aye ety aac leet 
=|[ple? — 2[plev + [pli], 
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so findet man 


und wenn wieder p,’ als Hinheit gewaihlt wird, 
, ti to / — GB 
Pp, =e 2EplA ; py =e alg? 


97. Wenn auch bei Befolgung dieser Methode theoretisch 
alle Beobachtungen zur Bildung der aufeifander folgenden 
Niherungswerte a, v’,... verwendet werden, so ist die 
praktische Ausfiihrung doch mit der Ausscheidung derjenigen 
Beobachtungen, welche von dem einfachen arithmetischen 
Mittel betrichtlich abweichen, gleichbedeutend, indem sich 
fiir diese Beobachtungen so kleine Gewichte ergeben, dass 
sie so gut wie einflusslos werden. Dies zeigt schon folgende 
Uberlegung. Der scheinbare Fehler der dem arithmetischen 
Mittel zunichstliegenden Beobachtung kann (s. Art. 86) an- 


nihernd gleich “ ay? gesetzt werden; ihr Gewicht fiir die Ab- 


leitung von w’ on hiernach niherungsweise 
2 

pe * 
und daher, wenn eine (missig) grosse Zahl ist, der Hin- 
heit nahe sein. Die Abweichung 4 der vom arithmetischen 
Mittel am weitesten abliegenden Beobachtung dagegen ist 
%W, WO * eine mit  wachsende Zahl bedeutet, ihr Gewicht 

ie ern? 
selbst fiir ein coe grosses ” von Null kaum zu unter- 
scheiden. 

Um dies besser ersichtlich zu machen, mége das Ver- 
fahren — wenigstens in seinem ersten Schritt — auf die 
Beobachtungsreihe des Art. 82 angewandt werden. 

Bestimmt man mit Hilfe von # = 3,93 die Gewichte der 
einzelnen Beobachtungen und legt die Rechnung auf vier 
Dezimalen an, alle Beobachtungen bei Seite lassend, deren 
Gewicht kleiner wird als eine Hinheit der fiinften Dezimal- 
stelle, so bleiben blos 12 von den 40 Beobachtungen tibrig 
und zwar die folgenden mit den angesetzten Gewichten: 
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l p 
3,68 00,0496 
3,76  0,2486 
3,78 0,383 
3,78  0,3383 
3,91 — 0,9802 
3.95  0,9802 
3,98 0,8870 
408  — 0,3383 


410 0,2486 
415  0,0975 
418° 0,0496 


HOY = 1 4.0,0230 


Von dieser Reihe an nehmen die Gewichte nach beiden 
Seiten hin sehr rasch ab. 

Das aus der reduzierten Reihe resultierende arithmetische 
Mittel 

L ==. 3,39 

scheint allerdings der Wahrheit besser zu entsprechen als 
x = 3,93. Ordnet man niamlich die 40 Beobachtungen, die 
grésste neben die kleinste, die zweitgrésste neben die zweit- 
kleinste stellend u. s. f., und nimmt aus jedem Paare das ~ 
arithmetische Mittel, so ergibt sich folgende Zusammen- 
stellung*): 


Mittel. 

6,35 2,28 4,315 
5,48 2,48 3,98 

5,28 2,64 3,935 
DH 2,66 3,935 
5,08 2.05 3,915 
4,84 2,81 3,825 
4,76 2,95 3,855 
4,65 2,98 3,815 
4.59 Onli 3,85 

4,51 Den 3,865 
4,49 3,26 raRewl ht 


*) Vgl. Faye, Compt. rend., CVI, pag. 783 flg. 


Mittel. 


4,45 3.27 3,86 
4,43 3,28 3,855 
4,43 3,43 3,93 
421 3,68 3,945 
4,18 3,76 3,97 
4,15 3,78 3,965 
4,10 3,78 3,04 
4,08 3,91 3,995 
3,98 3,95 3,965 


Die Ziffer 3 der Eimer ist jedenfalls sicher bestimmt, 
sie ist allen Partialmitteln bis auf eines gemeinschaftlich; 
die Stelle der Zehntel liegt augenscheinlich zwischen 8 und 9, 
jedenfalls naher an 9, so dass der Wert 3,89 mehr Vertrauen 
erweckt als 3,93, welches zu gross zu sein scheint. 

Schliesst man die Beobachtung 6,35 vermége ihrer auf- 
fillig grossen Abweichung von w aus (vgl. Art. 92 und 
Faye, l. c.), so geben die iibrigen 3,87 als arithmetisches 
Mittel. 


Zweiter Teil. 


Die Methode der kleinsten Quadrate. 


§ 1. Stellung der Aufgabe. 


98. Hime der unmittelbaren Beobachtung zuging- 
liche Grosse Z sei lineare Funktion von m unbekannten 
Elementen w, y, z2,---. In einem gegebenen Falle sei 
aa + by + oe2¢—+--+ ihr wahrer Wert, J; der durch Be- 
obachtung gefundene Wert, ¢ sein wahrer unbekannter 
Fehler; aus der Gleichsetzung der beiden Ausdriicke a;a + b:y 
+ ¢z2¢—+--- und J; + ¢; ergibt sich die Gleichung 
(1) é=—lt+aa+ by + oae+-:-. 

Jede Beobachtung ftihrt zu einer solchen Fehlerglei- 
chung, in welcher die Koeffizienten a;, b;, ¢;,... bekannt 
sind, eventuell a priori, d. 1. vor Ausfiihrung der Beobach- 
tung angegeben werden kénnen. : 

Sind 2 Beobachtungen 1,, l,,... 1, gegeben, so fiihren 
sie zu einem System von » Fehlergleichungen, als deren 
Typus die obige Gleichung (1) gelten kann; man hat darin 
der Reihe nach 7 = 1, 2, ---m zu setzen. 


99. Auf diesen Typus kann aber auch der Fall, wenigstens 
naherungsweise, zurtickgefiihrt werden, wo die der Beobach- 
tung unterworfene Grésse ZL keine lineare Funktion der 
Hlemente ist. Sind nimlich Niiherungswerte der letzteren 
bekannt und beziehungsweise #, y, 2,... die an diesen 
Naherungswerten anzubringenden Korrektionen, so wird, 
wenn der in einem gegebenen Falle mit den Niherungs- 
werten gerechnete Wert von ZL gleich L® ist, der wahre 
Wert mit um so grésserer Anniiherung durch einen Aus- 
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stellen lassen, je mehr die Kleinheit der anzubringenden 
Korrektionen zur Vernachliissigung der Glieder mit Potenzen 
und Produkten dieser Korrektionen berechtigt. Bezeichnet 
ferner 1“ den aus der Beobachtung hervorgegangenen Wert 
von J und ¢; seinen unbekannten Fehler, so besteht naherungs- 
weise die Gleichung 

(ayes 10 +g, = DO + aya + by + 2: 

Schreibt man fiir die Differenz 1 — ZL, welche den 
Uberschuss des beobachteten Wertes iiber den aus den 
Naherungswerten der Elemente gerechneten darstellt, den 
Buchstaben les so kommt man wieder auf die friiher dar- 
gelegte Form (1) der Fehlergleichung. 

100. Ist m, die Anzahl der zu bestimmenden Elemente 
oder der Korrektionen ihrer Niherungswerte, grosser als n, 
die Anzahl der Beobachtungen, so ist die Aufgabe auch 
dann unbestimmt, wenn man den unbekannten Fehlern 
£1, &, +.» €2, Welche die linken Seiten der Fehlergleichungen 
ausmachen, bestimmte Werte beilest. 

Sie wird zu einer bestimmten Aufgabe der Algebra, 
wenn m == und wenn den Fehlern ¢,, &,... &, bestimmte 
Werte erteilt werden, z. B. durchweg der Wert Null, was 
so viel ausdriickt, als dass die Beobachtungen als fehlerfrei 
angesehen werden. 

Wenn aber m kleiner als n ist, so ist die Aufgabe 
iiberbestimmt, wenn den Fehlern ¢,, &,...&, bestimmte 
Werte beigelegt werden. Sie ist aber vollig unbestimmt, 
wenn man die Fehler, was sie auch in der That sind, als 
unbekannt auffasst. 

In rein mathematischer Formulierung lautet die Auf- 
gabe, welche in dem letztgedachten Falle vorliegt, folgender- 
maassen: 

Zwischen m unbekannten Elementen 2, y, z,.. 
und den bekannten Gréssen J;, a;, bj, ¢,... @=1, 2...) 
bestehen n(>m) lineare Gleichungen 


& = —1, 4+ aa + by + ae + °°; 


die linke Seite einer jeden solchen Gleichung, ¢, ist 
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zwar unbekannt, aber nicht aller Werte mit dem- 
selben Grade der Wahrscheinlichkeit faihig. Man 
soll ein Wertsystem der ¢ bestimmen, welches das 
System der Gleichungen zu einem widerspruchs- 
losen macht und die vorteilhaftesten Werte der Hle- 
mente x, y, 2,... zur Folge hat. 

Diese Formulierung der Aufgabe zeigt, dass ihre Lésung 
die Aufstellung eines Prinzips dariiber erfordert, welche Werte 
der Elemente man als die vorteilhaftesten aufzufassen habe. 

Das gefundene Wertsystem der ¢; wird, wenn nicht ein 
ausserordentlicher Zufall es anders fiigt, von dem System 
der wirklich begangenen Fehler verschieden sein und soll als 
das System der scheinbaren Fehler bezeichnet werden (vgl. 
Art. 62). Ebenso wird sich das vorteilhafteste Wertsystem 
der Elemente von ihrem wahren Wertsystem unterscheiden. 

Hiermit ist die typische Form desjenigen Problems ge- 
kennzeichnet, welches man als Ausgleichung vermitteln- 
der Beobachtungen zu bezeichnen pflegt. 


§ 2. Die Vorléiufer von Gauss. 


101. Die Lésung der Aufgabe ward zuerst von Legendre*) 
veroffentlicht. Ihr Inhalt spricht sich in dem Satze aus, dass 
unter allen Wertsystemen der HKlemente dasjenige 
das vorteilhafteste sei, welches dem System der 
scheinbaren Fehler die kleinstmégliche Quadrat- 
summe verleiht. Legendre hat dem hierdurch vor- 
geschriebenen Verfahren den kurzen Namen ,,Methode der 
kleinsten Quadrate“**) beigelegt. Hine eigentliche Begriin- 

%) In einem Anhange der Nouvelles Méthodes pour la détermi- 
nation des orbites des cométes, datiert vom 6. Mirz 1805 (das Titel- 
blatt trigt die Jahreszahl 1806). Von der mitgeteilten Anwendung auf 
die Bestimmung der Gestalt des Meridians aus Breitengradmessungen 
abgesehen umfasst die Darstellung blos vier Seiten. Den wesentlichen 
Teil hat Legendre 1814 in den Mém. Inst. France p. a. 1810 
republiziert, um auf seine Prioritiit in der Veréffentlichune aufmerksam 
zu machen, 

**) Die treffendere Bezeichnung ,,Methode der kleinsten Quadrat- 


tofu ly 
summen“ ist schon 1841 yon Hiilsse gebraucht worden: Uber die 
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dung des Verfahrens zu geben hat er nicht unternommen. 
Er fiihrt es nur ein und sucht es zu rechtfertigen mit den 
Worten: ,De tous les principes qu’on peut proposer pour 
cet objet, je pense qu’il n’en est pas de plus général, de 
plus exact, ni d’une application plus facile que celui... qui 
consiste 4 rendre minimum la somme des quarrés des 
erreurs. Par ce moyen, il s’établit entre les erreurs une 
sorte d’équilibre qui empéchant les extrémes de prevaloir, 
est trés-propre a faire connoitre état du systéme le plus 
proche de la vérité.“ 

Um die Funktion 2(—/;+ a4 + by + o¢2+---) 
dieser Vorsohrift gemiiss in Bezug auf die Gréssen x, y, 2... 
zu emem Minimum zu machen, hat man diese Gréssen aus 
den Gleichungen*) 


[aa]x + ably + laclz +--+ = [al] 
[ba]x + [bb]y + [bc]ze +--- = [61] 
[ca]a + [ebly + [ecle +---=[el] 


zu bestimmen, deren Anzahl mit jener der Elemente iiber- 
elnstimmt. 

Zur Rechtfertigung fiihrt Legendre weiter aus, dass 
die Regel des arithmetischen Mittels eine sehr einfache 
Folgerung seiner allgemeinen Methode sei. Nach Anwendung 
auf ein geometrisches Problem fiigt Legendre nochmals er- 
lauternd hinzu, die Methode fiihre gewissermaassen zu dem 
Mittelpunkt, um welchen sich alle durch die Beobachtung 


Berechnung von Beobachtungen durch die Methode der kleinsten 
Quadratsumme, Leipzig. Neuerdings suchte sie Jordan wieder ein- 
zufiihren: Handbuch der Vermessungskunde, 2. Aufl., I, 1877, wie es 
scheint ohne Erfole; er hat sie bei der 8. Aufl. (1888) selbst wieder 
fallen lassen. 

*) In abgeinderter Bezeichnungsweise. Legendre bedient sich 
zur Bezeichnung der Summen a,*-++ a,?-+---, a,b, + a,b, +>--, fiir 
welche Gauss die oben gebrauchte und jetzt allgemein tibliche Be- 
zeichnung [aa], [ab],... zum erstenmale in der Disquisitio de ele- 
mentis ellipticis Palladis etc. 1811 zur Anwendung brachte, der 


symbole fa*, fab, ee 


== 36 


gelieferten Resultate ordnen derart, dass sie méglichst wenig 
von ihm abweichen. 

Hiermit ist der wesentliche Inhalt der ersten Publikation 
tiber die Methode der kleinsten Quadrate erschopft. 


102. Der Zeitfolge nach ware an zweiter Stelle die in 
Art. 42 bereits besprochene Publikation Adrain’s aus 
dem Jahre 1808 zu nennen. Nach den Schlussfolgerungen 
Glaisher’s scheint es in der That, dass Adrain unabhiangig 
von Legendre zu der Methode der kleinsten Quadrate als 
einem praktischen Verfahren zur Auflésung eines Systems 
iiberzihliger, einander widersprechender linearer Gleichungen 
gefiihrt worden ist und dass er nachtraglich bemiiht war, 
fiir dieses Verfahren eine Begriindung zu geben. Das wenig 
befriedigende Ergebnis dieser Bemiihung ist die in dem 
eben angezogenen Artikel erérterte Ableitung des Fehler- 
gesetzes. 

Adrain hat, nach dem Berichte Abbe’s, auch (vier) 
Anwendungen der Methode gegeben, und eine derselben 
fiihrt Glaisher*) an. Sie besteht in folgendem. Hat man 
eine Tafel der Liingen des Sekundenpendels unter verschie- 
denen Breiten, so sollte, dem Clairaut’schen Theorem zu- 
folge, durch dieselben eine Gleichung r = x + ysin?A streng 
erfiillt werden, in welcher 7 die Pendellinge, 4 die Breite und 
x, y gewisse Konstante bedeuten. Nachdem dies nicht der Fall 
ist, bestimmt Adrain w und y derart, dass (w + y sin? 4, — 7,)° 
+ (#% + ysin’?¢, —7,)?-+--- ein Minimum werde. 

Nach Vorfiihrung dieser vornehmlich vom historischen 
Standpunkte bemerkenswerten Arbeiten gehen wir daran, die 
wissenschaftliche Begriindung der Methode der kleinsten 
Quadrate darzulegen. 


*) Auf Grund einer zweiten Veréffentlichung Adrain’s aus dem 
Jahre 1818, betitelt Investigation of the Figure of the Earth and of 
the Gravity in different Latitudes, und in den Transact. of the Americ. 
Philos. Soc., I, pag. 119 fle. erschienen, deren Entstehung jedoch Abbe 
gleichfalls in das Jahr 1808 verlegt. 
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§ 3. Erster Beweis von Gauss. 


103. Der erste Beweiss, welchen Gauss*) fiir die 
Methode der kleinsten Quadrate gegeben, zugleich der erste, 
der diese Methode auf wahrscheinlichkeitstheoretische Grund- 
lagen zu stellen sucht, beruht auf dem Fehlergesetz, welches 
er aus der Hypothese des arithmetischen Mittels abgeleitet 
hat (s. Art. 23). 

Hs sei 

g=—l+aae+tby+tee+t--- @=1,2,---n) 
das System der Fehlergleichungen; zuniichst werde voraus- 
gesetzt, dass die Wahrscheinlichkeit, der Fehler irgend 
einer Beobachtung liege zwischen den Grenzen ¢ und ¢+ dé, 


gegeben ist durch p(e)de— Fae de Dann ist, vor 
v4 


Anstellung der Beobachtungen, die Wahrscheinlichkeit, dass 
den » Beobachtungen die Fehler ¢,, ¢,...¢, anhaften werden, 
proportional dem Produkte 


2 = (8) P(E) +++ P(En)- 

Nachdem die Beobachtungen ausgefiihrt worden und ge- 
geben sind, ist die Wahrscheinlichkeit eines Wertsystems 
der Unbekannten z, y, 2... demselben Ausdruck proportional, 
wenn man annimmt, dass ausser den Beobachtungen keine 
andern Data zur Bestimmung der Unbekannten vorliegen, 
so dass alle Wertsysteme derselben a priori gleich wahr- 
scheinlich sind. 

Es ist demnach dasjenige Wertsystem der Unbekannten 
L,Y, 2... das wahrscheinlichste, fiir welches das Pro- 
dukt $4 oder der Ausdruck 

eM latberte+ bey”) 
ein Maximum, also die Summe 


*) Im dritten Abschnitte des zweiten Buches der 1809 erschienenen 
Theoria motus corporum coelestium etc., welcher betitelt ist: Determi- 
natio orbitae observationibus quotcunque maxime satisfacientis. Art. 186 
bemerkt Gauss, dass er sich des Prinzips, welches der Methode der 
kleinsten Quadrate zu Grunde liegt, schon seit dem Jahre 1795 be- 
dient habe. MHiernach gebiihrt ihm die Prioritiit der Erfindung, 
Legendre die Prioritat der Veréffentlichung. 
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wird, und dies fithrt wieder auf das System der Gleichungen 
[aa]x + [ably + [acle + --- = [al] 
[balx + [bb]y + [bcle + --- = [01] 
[ca]x + [ebly + [ecle +--- = [el] 


welche man als Normalgleichungen zu bezeichnen pflegt. 

104. Wenn dagegen die Wahrscheinlichkeit, dass der 
Fehler zwischen die Grenzen ¢ und ¢ + de falle, nicht fiir 
jede Beobachtung dieselbe ist, wohl aber ftir jede durch eine 
Funktion der oben gedachten Form dargestellt und ins- 


besondere fiir die 2% Beobachtung —- e~”°*de ist, so wird 2 
7 


proportional dem Ausdruck 
= (ty? 8,2 + dig? 62+ «+ hi? 8,2) : 


fiir das wahrscheinlichste Wertsystem der Unbekannten muss 
also 


Ty? ey? pig? 89” Eve in? En? 
ein Minimum werden. Fiihrt man eine Beobachtung, welcher 
das Prizisionsmaass ) zukommt, als Gewichtseinheit ein und 
bezeichnet die auf dieselbe bezogenen Gewichte der Beobach- 
tungen 1, 1,,...l, mit p,, Po, +++ Pny SO zwar, dass 
Te pis 2 Dee he ale 
so ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte der Unbekannten 
aus der Bedingung 
Dy Ex? + Dob” +++ + nen? ein Minimum 
oder aus dem Gleichungssystem 
[paa]x + [padly + [paclz + --- = [pal] 
[pbalx + [pbbly + [pbe]z + ---=[pbl] 
[pea]x + [pebly + [pecle +--- = [pel] 
Dies kommt auf dasselbe hinaus, wie: wenn man die 
Fehlergleichungen der Reihe nach mit den Zahlen 


Vir, Vidor -++ Vin 
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multipliziert und dann so kombiniert hitte wie im ersten 
Falle, d. h. so, als ob alle Beobachtungen von gleicher Ge- 
nauigkeit wiiren. 


105. Das Prinzip, welches der vorstehenden Lésung der 
Aufgabe zu Grunde liegt, besteht also darin, dass diejenigen 
Werte der Unbekannten fiir die vorteilhaftesten erklirt wer- 
den, welche den Beobachtungen ein System von Fehlern zu- 
schreiben, deren Koexistenz unter allen méglichen Systemen 
die grésste Wahrscheinlichkeit hat. 

Zu diesem Prinzip gesellt sich als weitere Grundlage 


das spezielle Fehlergesetz ees welches von Gauss 
“ £7 

aus der Hypothese des arithmetischen Mittels abgeleitet 
worden ist. Infolgedessen k6nnen alle Untersuchungen, 
deren Ziel die Ableitung jenes Fehlergesetzes aus anderen 
Annahmen ist, und ebenso alle Untersuchungen, welche die 
Zuriickfiihrung der Hypothese des arithmetischen Mittels auf 
einfachere Voraussetzungen anstreben, als eben so viele Be- 
weise oder Beweisversuche der Methode der kleinsten Quadrate 
angesehen werden. Mit diesem Gesetze steht aber und fallt 
die Bedeutung der Resultate als der wahrscheinlichsten 
Werte der unbekannten Elemente. 


§ 4. Der Beweis von Laplace. 


106. Die Untersuchungen, welche Laplace iiber die 
aus Beobachtungen abgeleiteten Resultate, insbesondere tiber 
die Methode der kleinsten Quadrate angestellt hat, gehdren 
unstreitig zu den schwierigsten Teilen seiner Théorie analyt. 
des Probab.*), ihre Resultate aber auch zu den merkwiirdigsten 
und wichtigsten. Sie bilden den Inhalt des vierten Kapitels 
des zweiten Buches und insbesondere sind es die Artikel 20 
und 21, welche hier zunichst in Betracht kommen, weil sie 
die Begriindung unserer Methode enthalten. 


*) Zum erstenmale erschienen 1809, in dritter Auflage (mit der 
bertihmten Einleitung und drei Supplementen) 1820, in vierter Auf- 
lage (VII der Oeuvres de Laplace, nation. édit.) 1847, 
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Laplace’s Untersuchungen sind vielfach kommentiert, 
aber auch verallgemeinert und weiter gefiihrt worden. Man 
kann jedoch diese von spateren Geometern geleisteten sehr 
bedeutenden Arbeiten nicht wiirdigen, ohne die von Laplace 
gegebene Grundlage kennen gelernt und erfasst zu haben. 
Wir werden daher zuvérderst Laplace’s eigene Analyse, 
unter Anwendung jetzt iiblicher Bezeichnungen, darlegen, um 
dann auf neuere Untersuchungen seiner Methode iiberzugehen. 

107. Aus einer sehr grossen Anzahl » von Fehler- 
gleichungen der allgemeinen Form 
(1) g= — 1+ a4 (0 == 12, = 55.97) 
ist der vorteilhafteste Wert des unbekannten Hlementes x 
zu bestimmen*), 

Man multipliziere, um eine hierzu geeignete Gleichung 
zu erhalten, jede der Fehlergleichungen mit einer positiven 
oder negativen ganzen Zahl o; und bilde die Summe 


(2) [ae] = — [al] + [aalz, 
aus welcher Gleichung sich 

— fel ales) 
(3) = [eal ' [wal 


*) Laplace hatte urspriinglich (1792) zur Lésung dieser Aufgabe 
ein anderes Verfahren in Anwendung gebracht und zwar gelegentlich 
der Frage, zu entscheiden, ob die vorhandenen Gradmessungen sich 
mit einem elliptischen Meridian vereinbaren lassen. Das ohne Be- 
griindung aufgestellte Prinzip besteht darin, 1) dass die Summe der 
Fehler Null sei; 2) dass die Summe der Absolutwerte der Fehler ein 
Minimum sei — und Laplace bezeichnet die auf Grund dieses Prinzips 
abgeleitete Ellipse als die ,,wahrscheinlichste’. Hist. Acad. Paris 
p. a. 1789, zum gréssten Teil wiedergegeben in der Mécanique céleste, 
II, art. 3942. — Estienne ist auf dieses Verfahren, welches er 
Methode der kleinsten arithmetischen Summe nennt und empfiehlt, 
wieder zuriickgekommen. Die von ihm angegebene Regel zur Be- 
stimmung des wahrscheinlichsten Wertes einer direkt beobachteten 
Grésse (s. Art. 22) liefert niimlich ein Resultat, welchem die kleinste 
Summe der Absolutwerte der Fehler entspricht, wie man sich leicht 
tiberzeugt, wenn man bemerkt, dass ftir jeden Punkt ausserhalb einer 
Strecke die Summe seiner absoluten Entfernungen von den Endpunkten 
dieselbe und kleiner ist als fiir irgend einen Punkt innerhalb der 
Strecke, (Vgl. hierzu die Bemerkungen in Art. 22.) Etude sur les 
erreurs d’observat., pag. 9 und 23 fle. 
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ergibt. Setzt man das aus den Fehlern ¢,, &,... & %u- 
sammengesetzte Ageregat 

Ei = [oe] 
gleich Null, so erhilt man fiir w die Bestimmung 

+ {el} 

) ” = Teal 
und ihr Fehler ist ; 
(5) t= ne 


Ks ist nun die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, dass 
dieser Fehler zwischen gegebenen Grenzen eingeschlossen sei. 
Angenonimen, der Fehler einer jeden Beobachtung sei 
nur solcher Werte fihig, welche Vielfache eines sehr kleinen 
als Kinheit angenommenen Betrages sind; die Wahrscheinlich- 
keit, dass der Fehler gleich 4 ist, sei fiir jede Beobachtung 


dieselbe und dargestellt durch ~(5) wenn g die in der- 


selben Hinheit ausgedriickte obere Grenze der Fehler be- 
zeichnet, wiaihrend —g die untere Grenze ist, wenn man 
weiter annimmt, dass positive und negative Fehler gleichen 
Betrages gleich wahrscheinlich sind. Hiernach bedeuten n, 9 
sehr grosse ganze Zahlen, deren erste positiv sowohl als 
negativ sein kann. 

Setzt man 


Qi = By (2) v7, 


wobei die Summierung iiber alle méglichen Werte von 1, 


d. i. von 7 = —g bis 4 =g auszudehnen ist, so stellt in 
der Entwicklung des Produktes 
O12 --- Vn 


der Koeffizient von e#2V—1! die Wahrscheinlichkeit dar, dass 
Ee=2 sei, 4 in derselben Hinheit ausgedriickt wie die 
einzelnen Fehler. Multipliziert man daher jenes Produkt 
mit e-?9V~-1, so wird das von einer Potenz der Zahl e freie 
Glied seiner Entwicklung dieselbe Wahrscheinlichkeit dar- 
stellen. Integriert man behufs Gewinnung dieses Gliedes, 


nachdem man mit d@ multipliziert hat, in Bezug auf @ 
Czauber, Theorie der Beobachtungsfehler. 16 
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innerhalb der Grenzen — a und zw, so ergibt sich, wenn man 
beachtet, dass das Integral 
wm 
° 
peeve 
—72 


verschwindet, fiir jeden positiven und negativen ganzzabligen 
Wert von 7, wihrend es fiir r =O gleich 2m ist, 


eyel 
(6) a) ih ae Dig’ Yao 
—1 


als Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit, dass H = A ist. 
Vermége der Voraussetzung, dass 9 (7) eine gerade 

Funktion von y ist, kann man in Q; die Ghieder, welche zu 

gleichen und entgegengesetzten Werten von 7 gehoéren, paar- 


weilse zusammenfassen und erhilt 
By nN a, OV—1 a; 7 OV—1 
= 29(2) (ee 4 nor) 
7 y 
= 229 in) cos a;,nO, 


wo die Summierung sich jetzt auf die positiven Werte von y 
allein erstreckt. Durch Entwicklung des Cosinus in eine 


Reihe wird weiter 
a= 226(5)—wro'2(5'e(5) 


eh ee fy Nn. . YI 
sr APSO LT Ebr ya coe 
Setzt man = 7/ und bemerkt, dass die kleinste Anderung 


: ae Ble on 
von 4 Kins betriigt, dass also dy’ = — ist, so kommt 
co) g ? 


1 
29(,)= af p(')dy’ 
1 


25 )9 (7) oe gy f xa a')an’ 


i) 


il 
2(5) 9 (G) =o f von yan’ 
0 


und bedient man sich fiir die rechtsstehenden Integrale der 
Abkiirzungen 
1 


1 
2 | 9(n’)dyn’ = x, | n(n )dy =x", 
5 


0 


'4 


fr p(n dyn’ =x, 
so wird 


Qi = 9% — a*g?x” O +3 ETAL ne Wee 


=x (1— ag + A = Ag GA— --.) 
und 
yee 
1 Qi 1. (gx) — © aig? + ES gages — 


1 
oder, da gx = 20 | (y’)dy’ = 1, weil der Fehler zwischen 
§ 


den Grenzen —-g und + g notwendig liegen muss, 


v ner —6n"?2 


x 2 22 L 
(== age OG OSE wre ae fo — 


und 
pene 
— —[aa]g? & cig Rene 
Q: G2°*: Qn = € ie eee ‘ 
Der Ausdruck (6) verwandelt sich hiernach, wenn man 


an Stelle von @ die neue Variable ¢ mittels der Gleichung 


n SO mets f? 
einfiihrt, in 


agVn 
AtV—1— =x" [aa] 
_ 12 4 ee gD 
pes ai(1+ nal es gle Lia Je gVn x Nn - 
2ngV n, 12x” n* 
—19Vn 
Nun sind [we], [e*],... Gréssen von der Ordnung », 


4 
o : 4 1 Piet 
daher = eine Grosse der Ordnung ~~; vernachlassigt man 


Glieder dieser Ordnung der Hinheit gegeniiber und dehnt 
das Integrationsgebiet ins Unendliche aus mit Riicksicht 


darauf, dass » und g sehr grosse Zahlen sind, sowie mit 
Gi 
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Riicksicht auf die Natur der Funktion unter dem Integral- 
zeichen, so kann statt des letzten Ausdruckes 


ioe) 


1 _atV—1 x" [aa] 2 
ce ya ee ae 
angV Nn, 


—o 


geschrieben werden. Der Exponent liasst sich in 
a” [oo] (i 4 SES) = x“ a? 
To gst tit a= “”  2g[aa] | x” Ag*[aa| 
umgestalten und setzt man voriibergehend 


pa VT 4 2 RV 


* mn x glee) /? 


so ergibt sich fiir (6) der Wert 


a = 


e* 4g?x" [aa] ie ; 
= ovat, 
20 Ve [oo] 
— faa 
I x 


pari): 


d. i. endlich 
HA 


ek 49°x" [aa] 


2g fm 7 [ ce or | 


Setzt man 4=gr/n und beachtet, dass die kleinste 


Anderung von 4 Kins ist, so folgt dt = ri mithin wird 
gVn 


t 


(8) ee aes e. Ax" [aa] dt 
2 V2 a [a ox] 


0 
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass 
0<E<gtVn 
ist. 

Ersetzt man in dem Ausdruck (5), weleher den aus der 
Annahme [ae] = 0 in der Bestimmung von 2 hervorgehen- 
den Fehler bedeutet, [ws] = FE durch grYn, so wird 

wl oa} 


Yl — 
gV n 
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und hiermit entsteht aus (8) 


xu [aa)}* 


u 
a 
ee a 
4 
29 Vx =e [a a]. 
0 


als Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler in 
der Bestimmung (4) des Elementes x zwischen den Grenzen 0 
und w eingeschlossen sei. Schreibt man schliesslich fiir den 
Exponenten von é kurazweg ?@*, so ergibt sich 


t 
wy ps 
aa 2 dt 
as i 
0 


als Wahrscheinlichkeit fiir die Fehlergrenzen 0 und 


20 V5 Taey 


in der erwiihnten Bestimmung von z. 

So lange nun diese Wahrscheinlichkeit dieselbe bleibt, 
bleibt es auch die obere Grenze ¢ und das Fehlerintervall 
wird um so enger, je kleiner g Ve vee] wird. Bleibt 
dagegen das Intervall unverindert, so wird die Wahrschein- 
lichkeit, dass der Fehler von « in dasselbe fallt, um so grésser, 
je grosser ¢, je klemer also der eben genannte Ausdruck ist. 
Man hat also dasjenige System von Faktoren «; zu wihlen, 
fiir welches dieser Ausdruck, oder da g, x, x” konstant sind, 
fiir welches 


i Ves] ein Minimum 
wird. 

Nach dieser Auffassung ist jener Wert der Unbekannten 
der vorteilhafteste, fiir welchen die Wahrscheinlichkeit, dass 
sein Fehler innerhalb bezeichneter Grenzen liegt, am gréssten ist. 

108. Laplace fasst aber den Gegenstand noch aus 
einem zweiten Gesichtspunkte auf und erklart denjenigen 
Wert der Unbekannten fiir den vorteilhaftesten, fiir welchen 
sich der kleinste durchschnittliche Fehler ergibt, worunter 


in seinem Sinne der durchschnittliche Wert aller positiven 
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Werte von w zu verstehen ist*). Man erhilt ihn, indem 
man das Element des Ausdrucks (9) mit w multipliziert und 
hierauf zwischen den Grenzen O und oo integriert; hiernach 
kommt er gleich 


wo 
> nated aE 
ey ve re int ype gV~ Vi[ee| 
We me [aa] 
2 ae . 
g = | oa] 
0 


und die Bedingung fiir sein Minimtm ist dieselbe (10), wie 
oben, so dass beide Methoden zu dem nimlichen Resultate 
fiihren. 

Indem man, um zu dem vorteilhaftesten Faktorensystem «; 


zu gelangen, den Differentialquotienten von Hee in Bezug 
auf a; gleich Null setzt, ergibt sich 
ae [a o| 
* = Teal 
oder weil der erste Faktor = sich mit ¢ nicht iindert, 
CQ; = Ma;. 


Man kann nun M immer so wihlen, dass alle Faktoren «@; 
ganze Zahlen werden, wie es die Analyse vorausgesetzt hat. 
Hiermit wird die vorteilhafteste Bestimmung von « 


dieselbe, wie sie sich aus der Bedingung 
[ee] ein Minimum 
oder nach der Methode der kleinsten Quadrate ergeben hitte. 


109. Aus einer sehr grossen Anzahl von Fehlergleichungen 
der allgemeinen Form 
(1) & = — 1, + aa + by (@= 1, 2,---m) 
sind die vorteilhaftesten Werte der unbekannten Elemente 
x,y za bestimmen, 
*) Vel. Art. 21. — Der hier gerechnete Betrag ist die Hilfte des 
durchschnittlichen Fehlers im tiblichen Sinne und heisst bei Laplace 
,la valeur moyenne de l’erreur 4 craindre en plus‘. 
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Man multipliziere, um hierzu geeignete Gleichungen zu 
erhalten, jede der Iehlergleichungen mit einer positiven oder 
negativen ganzen Zahl «; und bilde die Summe 


[we] = — [al] + [ea]a + [ably, 
verfahre dann ebenso mit einem zweiten System ganzzahliger 
Faktoren 6;, wodurch man die Gleichung 


[Be] = — [Bl] + [Bale + [Bbly 
erhalt. 


Macht man die Annahme H,—=[o«e]=0 und L;—=[Be]=0, 
so ergeben die beiden Gleichungen Werte fiir x und y; diese 
aber sind Feldern unterworfen entsprechend denjenigen, mit 
welchen die gemachte Annahme selbst verbunden ist. Waren 
die Aggregate E,, Hs, statt zu verschwinden, beziehungs- 
weise gleich 4, w, so wiren die den eben besprochenen Be- 
stimmungen von # und y anhaftenden Fehler w und v mit 
einander durch die Gleichungen verbunden 


A = [aalu + [ablv 

uw = [Balu + [Bd]v. 
Dem Prinzipe gemass, welches im vorigen Artikel auf- 
gestellt worden ist, sind die Systeme der Faktoren «;, B; 
derart zu bestimmen, dass die durechschnittlichen Fehler von 
xz und y moglichst klein werden. 

Mit den im vorigen Artikel gebrauchten Bezeichnungen 

und unter den nimlichen Voraussetzungen sei 

2 e eles t Bev V— 1 

y 

die Summierung iiber alle méglichen Werte von y aus- 
vedehnt; dann stellt in der Entwicklung des Produktes 


Q; Qs Ce Qn 
der Koeffizient von e@9+#V—1 die Wahrscheinlichkeit vor, 
dass gleichzeitig H, =A und Ep =u sei. Um diesen Koef- 
fizienten zu erhalten, hat man jenes Produkt mit 
AO dy e—GO+HPV—1 
zu multiplizieren und hierauf in Bezug auf @ sowohl als in 
Bezug auf wp zwischen den Grenzen —a und +a zu 
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integrieren. Dadurch ergibt sich fiir die erwahnte Wahr- 
scheinlichkeit der Ausdruck 


uw 6 
(3) cf f @ Qo Que HOT HPV! dO dy. 


—7-—TH 


Fasst man in Q; die mit entgegengesetzt-gleichen 7 
behafteten Glieder paarweise zusammen, so wird mit den in 
Art. 107 eingefiihrten Bezeichnungen 


Q; = 2Uy () cos («sO + Bid) 
=229(7) — («6 + bv) (2) 9(4) + 
= gu — (4,0 + Bip)*gix” +++ 
=yx(1—*-9(@0 + Biv) +--) 
und berticksichtigt man, dass gx = 1 ist, so ergibt sich 
1: Qi = —* g(a? O? + 20:8.0v + B2y*) +. 


Hiermit verwandelt sich der Ausdruck (3) in 


mt mu 
° . = ee. Pad . 
1 —1OV—1— Kw pVY—1—— 9? (faa) GO? + 2fe¢ 81 OW+ IB IY”) 
Be He / } dOdw. 


ht ht 


Hier lassen sich diejenigen Glieder des Exponenten, 
welche @ enthalten, zusammenfassen zu 
Ee | aed eg xB waV= i \* 
ve 1eeN9O F Tea] * TF 3x" gaa] 
"oLaB)* yx 4 [eBltV— 1 
a # | oo | eu antics | Te 
wae : 
An’ g* [eco]? 
hierauf vereinigen sich diejenigen Glieder, welche nur w ent- 
halten, zu 
__ *" [oel[BB]—[ep}*;  » [afli—[aw]y »-——~)2 
y fea} (9 ~ 24"9 [wa] ee]—topp V— 1] 
% (La BJA — [oe] u)? 
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Macht man also die Substitution 
agree ALN “hV—1 
P99 T tea] YF an” glee] 
a *  [e6]4—[eo]u >> 
IY ~ 349 (waiee— [wep V— > 
deren Determinante g’ ist, so verwandelt sich, da man aus 
ihnlichen Griinden, wie sie in Art. 107 entwickelt worden 
sind, die Grenzen der Intégrationen in Bezug auf die neuen 


Variabeln ¢, t’ bis — co und + o erstrecken kann, der 
frithere Ausdruck in 


4 8] 12—2L0 By A lee te lhal EAL 
rape * 2" pe PPP Me 6 24H oe) sh ash ~ateal dtdt’ 


(4) Fake acai 
%  [PPIP—2[ePlAu+ loo) > 
TF 92 R 


dan PVR 

wenn abkiirzungsweise 
(5) [wo][68] — [ap) — k 
gesetzt wird. Wie man bemerkt, ist R die Determinante 
der quadratischen Form in 4, wu, welche im Exponenten des 
letzten Ausdruckes als Zahler auftritt. 

In den mit dAdw multiplizierten Ausdruck (4) hat man 
mittelst der Gleichungen (2) u,v an die Stelle von 2, wu zu 
bringen, um die Wahrscheinlichkeit einer Wertverbindung wu, v 


der Fehler in den Bestimmungen fiir x, y zu erhalten. Die 
Determinante der Substitution (2) ist 


(6) Ad = |aa\[Bb] — [ab] [Ba] 
und der Zahler des pices von e verwandelt sich durch 
diese Substitution in 


Fw + 2Guv-+ He’, 


wobei 
F' = [aa)}’[BB] — 2|ea][Ballop] + [Ba} lee] 
(7) G = [eaa][ab][BB] — (fea][Bb) + [ab] [Ba}) [eB] 
+ [Ba}[Bb] [oe] 
= [abP[BB] — 2[ab][Bb]loB] + [Bb] [wa]. 
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Mithin ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Fehler in a, y 
zwischen den beztiglichen Grenzen wu und u-+ du, v und 


v + dv eingeschlossen sind, 
%(Fw+2 Gue+Ho) 
a fe py dudv. 


n 4 
(8) Ann” g? VR é 
Integriert man dieselbe in Bezug auf v zwischen den 
Grenzen — co und + ov, so ergibt sich die Wahrscheinlich- 
keit eines Betrages w unabhingig von dem Werte des v. 
Zum Zwecke der Ausfiihrung dieser Integration bemerke 
man, dass 
A GR N\A) — GA 
Ho? + 2Guv + Pw = Hv + Gu) +o 


und setze 
G 
(oe 
dn” gVR ; 
es wird dann die zuletzt erwahnte Wabrscheinlichkeit gleich 


—- % Fr H— G? 

1 A Be ce) kara ey : 

Ve eas due 4x0 9B H Gas dt 
4% agVH 


Dies vereinfacht sich noch infolge der Bemerkung, dass 
zwischen den Determinanten RK und F'H — G? der beiden 
quadratischen TFormen in 2, w, beziehungsweise w, v und der 
Determinante 4 der Substitution (2), durch welche die erste 
dieser Formen in die zweite iibergefiihrt worden ist, die 


Relation ~2—@ _ besteht*); der Ausdruck lautet da- 


R 
——_— x 4 4 
eV nape tH PH” dy, 
g Aan H 


her schliesslich 

Multipliziert man w mit dieser Wahrscheinlichkeit und 
integriert das Produkt zwischen den Grenzen 0 und oo, so 
ergibt sich 


*) Baltzer, Det, 5. Aufl., pag. 175. 


(9) . Vee 


als durchschnittlicher Fehler in der Bestimmung des ersten 
Klementes, und es sind die Faktoren «;, 6; derart zu be- 


4 \ { iH 
stimmen, dass dieser Fehler oder, was dasselbe ist, dass ve 


a 
ein Minimum werde. 
Nun ist 
VH 
a( : | 
a Onl 
4 [BO)+b,[Ba]  b;[~b} [8B] — o;[6>][« B]—B;[«b][Bb] + ¢,[Bb]° 
Saag a 


und man tiberzeugt sich leicht, dass dieser Ausdruck durch 
die Substitutionen 


(10) QS Ma;, B; => Mo; 


auf Null gebracht wird, wo M eime willkiirliche von @ un- 
abhiingige Zahl ist, die man immer so wihlen kann, dass 
alle w; und alle 6; ganze Zahlen werden, wie es die Analyse 
voraussetzt. Denn bei dieser Bestimmung der Faktoren ver- 
wandelt sich 
A in M*{[aa][bb] — [ab}?} = W?7, 
H in M*{[aa\[bb] — [ab]?} [bb] = M' 4’[bd), 
mithin der erste Teil des Differentialquotienten in 
aa |— ulbd] + b,[ad]} 
und der zweite Teil in 
ay (— Pilad) + a[08)}, 
womit die Behauptung erwiesen ist*). 
Unter denselben Bedingungen verschwindet auch der 
Differentialquotient in Bezug auf b; und auf dieselbe Weise 
erkennt man, dass dann auch der durchschnittliche Fehler 


*) Der obige Differentialquotient verschwindet auch fiir die An- 
nahme «, = Mb,, 8; = Ma,, deren weitere Verfolgung aber zu den 
nimlichen Resultaten fiihrt. 


=, One 


des zweiten Elements ein Minimum wird, welcher aus dem 
Ausdrucke (9) durch Vertauschung von H mit F’ hervorgeht, 
wie man aus der quadratischen Form 
En? + 2Guv + Hv? 
unmittelbar ersieht. 
Die Gleichungen also, welche die vorteilhattesten Werte 
der beiden Klemente ergeben, sind ; 


[aa}x + [ably = [al] 
[bala + [bbly = (bu), 


dieselben, zu welchen die Bedingungen [e¢] ein Minimum 
oder die Methode der kleinsten Quadrate fiihrt. 


110. Durch diese Untersuchungen ist also erwiesen, dass 
unter allen linearen Kombinationen, welche man mit den 
Fehlergleichungen vornehmen kann, diejenige, welche man 
als Methode der kleinsten Quadrate bezeichnet, die vorteil- 
hafteste ist in dem Sinne, als sie fiir die Elemente Werte 
liefert, bei denen die kleinstméglichen durchschnittlichen 
Kehler zu befiirchten sind, und zwar ohne Riicksicht auf die 
Form des Gesetzes, welchem der Fehler der einzelnen Be- 
obachtung cnternoren ist. 

Dieses Resultat ist jedoch unter eit een Einschrin- 
kungen zu Stande gekommen. Zunichst wird es nur fiir 
den Fall eines und zweier Klemente nachgewiesen, und wenn 
auch Laplace am Schlusse bemerkt, es folge aus seinen 
Darlegungen, dass die Methode der kleinsten Quadrate all- 
gemein gelte, welches auch die Anzahl der zu bestimmenden 
Hlemente sei: ,car il est visible que l’analyse précédente 
peut s’étendre & un nombre quelconque d’éléments“, so wird 
man diesem Ausspruche bei der Kompliziertheit der Analyse 
und dem Mangel an Symmetrie nur wenig Vertrauen ent- 
gegenbringen. 

Desgleichen bedeuten die Voraussetzungen, dass das 
Fehlergesetz fiir alle Beobachtungen das nimliche sei und 
der Bedingung g(— x) = (a) geniige, eine Kinschriinkung, 
welche eine Verallgemeinerung der Analyse erheischt. Hierzu 
kommt noch das Bediirfnis, iiber die Zuliissigkeit der an- 
gewandten Approximationen Klarheit zu gewinnen. 
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In zwei wertvollen Abhandlungen ,Sur° la Probabilité 
des résultats moyens des Observations“, welche Poisson*) 
nach den einleitenden Bemerkungen gewissermaassen als 
Kommentar zu den Untersuchungen von Laplace gegeben, 
ist die Methode des letzteren wesentlich verallgemeinert, so- 
weit es die tiber das Fehlergesetz getroffenen Anuahmen an- 
langt: Poisson macht weder die Voraussetzung, dass dieses 
Gesetz fiir alle Beobachtungen eins und dasselbe sei, noch 
dass es die Higenschait einer geraden Funktion besitze. Hr 
beschriinkt sich aber blos auf den Fall eines zu bestimmen- 
den Elemenies. Seine Analyse lehnt sich an die Laplace’sche 
an; insbesondere macht er ebenfalls die Annahme, dass alle 
Werte, deren ein Fehler fahig ist, Vielfache eines sehr kleinen 
Betrages seien; dadurch wird der kombinatorische Charakter 
der Analyse aufrecht erhalten. 

Einen wesentlichen Fortschritt und gewissermaassen einen 
Abschluss in der Entwicklung der Laplace’schen Methode 
bedeuten die sehr wertvollen Arbeiten von Ellis**) und 
Glaisher***), Wahrend der erstere durch eine neue Auf- 
fassung die Methode auf beliebig viele Elemente ausgedehnt 
und den wahrscheinlichkeitstheoretischen Teil der Analyse 
auf moderne Hilfsmittel, nimlich auf das Doppelintegral des 
Fourier’schen Theorems gestellt hat, ist dieser Teil durch 
Glaisher weiter vereinfacht worden, indem an die Stelle 
jenes Doppelintegrals ein von Lejeune-Dirichlet in Form 
eines einfachen bestimmten Integrals dargestellter Diskonti- 
nuitatsfaktor getreten ist. Hllis hilt noch an der Voraus- 
setzung fest, dass die Funktion gerade sei; Glaisher hat 
auch sie fallen lassen, so dass seinem Resultat die Allgemein- 
heit des Poisson’schen zukommt. Uberdies haben die drei 


*) Connaissance des Tems pour l’an 1827 et pour l’an 1832. — 
In deutscher Ubertragung finden sich diese Abhandlungen im dritten 
Anhang von Dr. Schnuse’s Ubersetzung von Poisson’s ,,Recherches 
sur la Probab. des jugemens en matiére criminelle et en matiére 
civile etc... Paris 1837. — Vel. auch Todhunter, History of the 
Mathem. Theory of Probab., Cambridge and London 1865, pag. 561 fig. 


**) Cambridge Philos. Transact., VIII, pag. 204—219. 
**) Mem. of the R. Astron. Soc., XXXIX, pag. 92—107. 
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genannten Geometer der Zulissigkeit der Approximationen 
ihre Aufmerksamkeit zugewendet. 

Die hier genannten Arbeiten sind bei Abfassung der 
folgenden Artikel benutzt worden*). 

111. Aus einer sehr grossen Anzahl » von Fehlerglei- 
chungen der allgemeinen Form 


(1) g=—ltaatby+oaz+t--. «=1, 2,---n) 
sind die vorteilhaftesten Werte der m(<n) Elemente 2, y, Z,... 
zu bestimmen. 7 


Man multipliziere jede Fehlergleichung mit einer positiven 
oder negativen Zahl a; und bilde die Summe 


(2) [we] = — [al] + [aa]e + [ably + facle +---. 


Unterwirft man die m Faktoren a; den m Bedingungs- 


gleichungen 

(3) [va] = 1, [ob] = 0, [ac] = 0, 
so ergibt sich fiir ~ die Bestimmung 

(4) x = [al] + [we]. 


Es handelt sich jetzt um die Wahrscheinlichkeit, dass 
der Wert von [we] zwischen gegebenen Grenzen enthalten 
sei. Mit der Erledigung dieser Frage beschiftigen sich die 
beiden nun folgenden Artikel. 


112. Bezeichnet g;(e;)de; die Wahrscheinlichkeit, dass 
der 7" Beobachtung ein Fehler im Betrage ¢; anhafte, so ist 


PE) Pe (Sa). 5 Pu En) Me ey. An 


die Wahrscheinlichkeit fiir das Zusammentreffen der Fehler 


*) Mit der Ausdehnung der Laplace’schen Methode auf eine be- 
liebige Anzahl von Beobachtungen beschiiftigt sich auch eine aus- 
fiihrliche Abhandlung von Dienger: ,,Die Laplace’sche Methode 
der Ausgleichune von Beobachtungsfehlern bei zahlreichen Beobach- 
tungen", Denkschr. der k. Akad. in Wien, XXXIV, 2. Abt., pag. 21 fle. 
Der wahrscheinlichkeitstheoretische Teil der Analyse schliesst sich an 
Poisson an und es wird nur von Laplace’s erstem Verfahren (s. 
Art. 107) Gebrauch gemacht. Von den oben genannten wird jedoch 
diese Arbeit an Einfachheit und Klarheit weit tibertroffen. 
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£, &,).-.€, in den » Beobachtungen. Die Wahrscheinlich- 
keit, dass diese Fehler der Bedingung 


a 


Geniige leisten, wobei 7 irgend eine Funktion von ¢, &,...& 
ist, wird sich durch das Integral 


J a =} P1(&) Pa (Es) po Pn (En) de, dé ++ dén 


ausdriicken, wenn man dasselbe iiber das durch die obige 
Bedingung gekennzeichnete Gebiet ausdehnt. 

Die Grenzen der einzelnen Integrationen kénnen aber 
von diesem Gebiet unabhingig gemacht werden, wenn man 
einen Diskontinuititsfaktor einfiihrt, welcher die Higenschaft- 
besitzt, gleich Eins zu sein, wenn |y| <1, und zu verschwinden, 
wenn |y| > 1. Hin solcher bietet sich in dem von Lejeune- 
Dirichlet eingefiihrten Integral 


shaven 18 36 


TA @ 
0 
dar. 


Soll im Besonderen die Wahrscheinlichkeit bestimmt 
werden, dass 
(5) g—A<ws]<gta 


oder dass 
el: EAE We 2. 


ist, so tritt le an die Stelle von 7 und wenn man 


Kiirze halber a durch @ ersetzt, so wird 


1 @ 
0 


2 fe 10 cos ([ae| — g)O do 


der diesem Fall entsprechende Diskontinuitatsfaktor, somit 


a aff. fo (&1) Po (Eo) +++ Pn(En) 


sin 4@ cos ([«e] — g)® 
@) 


(6) 


dO ds; -+>déy 
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die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Bedingung (5) er- 
fiillt sei. 
Bringt man an die Stelle von cos([awe]—g)@ die 


Exponentialgriésse e(#1—99V—1, deren reellen Anteil jener 
Cosinus darstellt, so kommt 


(7) P=B{E (0,00, PS re aol, 
6 

worn ‘ 

(8) Qi = f gileyener™ dé; . 


Setzt man 


J ve) cos “,6;0de; == 0; COS V; 
(9) : 


QD 


il gi(é) sin @;8,Ode; = @; sin 1, 


— 0 
so wird 


Q; ae o.e" Vat 
und 


Q, Q.°°* Qn = Ye ae 


wenn zu weiterer Abkiirzung 
Y= 01 02°" On 
6=y,+%4+-:--+»y 


gesetzt wird. 
Hiermit verwandelt sich die rechte Seite von (7) in 


ae ers 12 g(0—9 9-1 Go| 
7 @ | 
{ 0 


und man bekommt die wesentlich vereinfachte Darstellung 


A ee zal Y cos (6 — g@) —— d@ 
v0 


= OR oe 


oder*) 


io) 


a 
CG, sh lel Y cos (6 — y@ + 0)d@dy. 
Cpaah 

113. Bis lierher war die Analyse exakt und unabhingig 
von der Anzahl » der Beobachtungen. Nun handelt es sich 
darum, einen Niherungswert fiir P zu bestimmen unter der 
Rerenetetsunes dass ” eine sehr grosse Zahl ist. 

Zunichst liisst sich zeigen, dass alle o;, welche fiir 
© =O auf die Einheit sich reduzieren, fiir jeden von Null 
verschiedenen Wert von @ echte Briiche sind. Denn aus 
den Gleichungen (9) folgt 


= (fo (e;) cos aitiOds) + (fv) sin as: 0d8,) 


al ii yi (i) pi (Ei) Cos a6: cos a8, Odede; 


—D —D 


+ ff viledo(e’) sin @;&@ sin a;8; Ode; des 


—D —o 


= ff vledoitei) cos ot; (&; = & )Odede; 


—H —O 


und dies ist kleiner als 


J J vGdgeidede’ = 1. 


—D —@® 


*) Hs ist namlich sin40 of cos pOdy, daher 
a a 
e i ae 
cos(o—9g 90) 2038 gf corle-s@)eoswodv— c05(6-0-+-¥6) dv, 
=A —A 


weil fi sin (6 — g@)sin pOdy =0 ist. — Dieses Resultat (10) findet 
=) 
sich bei Poisson, l. ¢., 1827, pag. 286. 
Czuber, Theorie der Beobachtungsfehler, 17 


ne Up eene 


Bezeichnet demnach @ den grdéssten unter den Werten, 
welche die verschiedenen 9; fiir einen gegebenen Wert von @ 
annehmen, so ist Y <”; daraus schliesst man, dass Y eine 
sehr kleine Grésse vorstellt, ausgenommen den Fall, dass © 
selbst sehr klein ist. Unter der letzteren Voraussetzung 
haben wir also einen Naherungswert fiir Y zu suchen. 

Durch Entwicklung der trigonometrischen Funktionen 
unter dem Integralzeichen in (9) in Reihen ergibt sich, wenn 
man bei der zweiten Potenz von @ stehen bleibt und von 
den Abkiirzungen 


we} 


Lf epiledde — ky 
feel dé; = hee 


Gebrauch macht, 
1 
4; COS Yi = 1 — — a? kh,’ 6? “so 

(11) ae 2 3 

QO; SIN VY; == ak, O Sie 
weil f viledde = 1 ist; hieraus folgt 

0% == |] — a? (ke =a kj) oe? + 
und 

i 9 wt , 9 
eo: = 1 — = a (hi —k)@ +.-.., 


und mit der Abkiirzung*) 


*) Dass k;’ — k;? thatsiichlich positiv ist, wird leicht erkannt, 


wenn man i,” und k,” in folgender Form schreibt: 


ky = Lf p,;(8,) 9, (e; ‘de, de,’ mek op (e; ‘)9; (¢;) )de, de,, 


—o7 —o —n—ow 


we ff &;8; Dp, (8) 9, (&; de, de, ; 


—D—O 


durch Subtraktion und pat da mit 2 eneetons 


2(h," — k;*) =f fe (8; — 85)? 9, (8) 9, (2; )de,de, 


—*m —O 


und dies ist eine wesentlich positive Grosse. 


(12) 5 (hi — he) = x? 
wird 
l.oj = — 47770? +.--., 
folelich ist niherungsweise 
Y=) Oy On 
Mit demselben Grade der Anniiherung folgt aus der 


zweiten der Gleichungen (11) 


Y el ak; @ She 
und 


=, fry bo fom = [ak']O. 


Setzt man die Naiherungswerte fiir Y und 6 in den Aus- 
druck (10) ein, so kommt 


a oo 
ioe aA dy | el# 11 cos ({ak’] —g + odo; 
Be 3 
die Integration in Bezug auf @ gibt (s. Anmerkg. zu Art. 38) 
-o (lek"|—g +p)? 
Ves ae 


2YV (0? 77] 


demnach ist 


([ak"\ ow? 


1 = ae 
== era Fa é Ale A dw 
2) x [a7 y?] 
ae) 


(13) P 


die Wahrscheinlichkeit, dass das Ageregat [ae] zwischen den 
Grenzen g — 4 und g + 4 eingeschlossen sei. 

Fiir einen festgesetzten Wert von 4 wird P am gréssten, 
wenn g =[ak’| genommen wird. Denn es ist 


a 
* (Cak'J—g-+y) - 
dP 1 i 5 Ber Y dy, ((ak'|—g + )*) 


dg 2 x{ez"| afary*] f 
Wwa=—A 


1 _ (ek —9+4)* _ (lek —9—1P 
e A [a v1 mane A [a 7) 


und dies verschwindet, wenn g = [ak’] wird. 
es: 


a= 960 pee 


114. Wir kehren nun zu der uns vorliegenden Aufgabe 
(s. Art. 111) zuriick und fiihren sie erst unter der Annahme 
zu Kinde, dass positive und negative Fehler gleichen Betrages 
gleich wahrscheinlich seien. Dann ist 


i iD ie 
k; =O, (Ee elle 
und nimmt man g = [«k’] = 0 an, so wird 
fis 9 
3 V200e x”) 
(14) pas | e-? dt 
Ve. 


die Wahrscheinlichkeit, dass — 2 < [ae] <A. 

Wenn man demnach in der Gleichung (4), Art. 111, fiir 
[ae] Null nimmt, so wird 
(15) x = [al] 
und der Fehler « in dieser Bestimmung ist unmittelbar 
durch [we] bezeichnet, so dass (14) auch die Wahrscheinlich- 
keit angibt, es sei |u| <a. 

Bei konstant bleibendem Intervall 24 wird P am 
gréssten, wenn [ak] am kleinsten wird; umgekehrt fallt 
bei gegebenem P das Intervall 24 um so kleiner aus, je 
kleiner [@?k’’] ist. Nach der ersten Laplace’schen Methode 
ist also jenes System von Faktoren «; das vorteilhafteste, 
fiir welches 

[o?k’] ein Minimum. 

Andererseits folgt aus der Gleichung (14) fiir die Wahr- 
scheinlichkeit emes zwischen u und w+ dw liegenden Fehlers 
in der Bestimmung (15) der Ausdruck 

i meee? : 
p(uj)du = Vanlaik”| © x ldu; 
daraus ergibt sich der durchschnittliche Fehler jener Be- 


stimmung 
ao 


i} ug (w)du = [er], 
0 


derselbe wird zugleich mit [@?k’] ein Kleinstes. Also auch 


coll 
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nach der zweiten Laplace’schen Methode ist das vorteil- 
hafteste Fehlersystem aus der Bedingung 
(16) [ek] ein Minimum 
zu bestimmen. 

Zu dieser Horderung treten die anfangs aufgestellten 
Bedingungen 
(3) [wa] =1, [ab] =0, [ac] =O, 
hinzu. Es ist also die mittels der unbestimmten Multiplika- 
toren 1, Ge, Qs, +--+ gebildete Funktion 


[a?k” | — 2¢,([wa] — 1) — 2¢,[ab] — 2q,[ac] —--- 
durch Wahl der «; zu einem absoluten Minimum zu machen. 
Dies fiihrt auf die Gleichungen 

Key” oy = G10 + Gd, + 93% + °°: 
(17) Tig Oy == 14 + Goby + Gylg + °° 

ig” 3 == GAs + Gob; + Q5ey + 
multipliziert man diese der Reihe nach zuerst mit 


Ge Se os or ae 
Re 9 Key” ? ee ’ ? 


dann mit 

db, bby 

PRED GY Sia ies aoe 
dann mit 

I egies 

ki,” ? ki”? hy? 
und bildet jedesmal die Summe, so ergibt sich wegen (3) 
das Gleichungssystem 


peered aa] 
+ le 
+ lp 


u. S. W. 


ay = [erlatleloa+lele+ 


=[fla+lela *]as+ 


Die Koeffizienten mogen eon mit 
peers ot (le 
ly OSE 
Cp tp G 


> 
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bezeichnet werden (a, = b,, a, = c,, ---); die Determinante 
ihres Systems sei /, die Adjunkten der Elemente der ersten 
Zeile seien A,, A,, A;,...; dann ist 


lq, a A,, Rds = As; Leds as A;, 


und aus (17) folgt mit diesen Bestimmungen von 4, q, qs --- 


a b c 
Ba, = pr Ar 1 47 da + 7 As + 


> p)} by Cy 
(19) Ray = Go A, + ph As + ge Ag + 


he 


a b C: 
Bas pm Ay gn te ge As tO 


Multipliziert man diese Gleichungen der Reihe nach mit 


l,, lo, ls, ..-, so wird vermége der Gleichung (15) 
l bl 1 
oy mea + Slee. 


Man tiberblickt sehr leicht, dass sich die Analyse in 
keinem wesentlichen Punkte aindert, wenn es sich statt um # 
um y,2,... handelt, und dass sich die hierzu fiihrenden Glei- 
chungen ergeben, wenn man an die Stelle von A,, Ay, A,... 
die Adjunkten B,, B,, Bs ..., C,, C,, G3, ... der Elemente 
der zweiten, dritten, ... Zeile von FR setzt, so dass 


ty — [FB +e] B+ lel B+ 
0) Rea (ee Ca oer 


’ d. h., es sind a, y,2,... die Lésungen des Gleichungssystems 
0% -- Mey - M32 4 +++ = [er 

(21) be + by + bet. =| 2 
CH - CyY “Cg @ fb +o le | 


Ks ergeben sich also die vorteilhaftesten Werte der 
Hlemente aus dem Gleichungssystem 


nee Aw 


Diese Gleichungen sind aber dieselben, wie diejenigen, 
welche aus der Bedingung 


géé 2 5 . 
| ein Minimum 


hervorgehen,” wornach die Summe der mit den Grodssen 
1 1 1 
werden soll. Dies die Modifikation, welche die Methode der 
kleinsten Quadrate unter den gegenwiirtigen Voraussetzungen 
erfahrt. 


- multiplizierten Fehlerquadrate ein Kleinstes 


115. Um den allgemeinsten Fall zu erledigen, setzen 
wir in der Gleichung (13), Art. 113, 


g = (ak’] 
und erhalten 
a 
2V a? 77] 
2 P= — at hy 
(23) ve Cad 
0 


als Wahrscheinlichkeit dafiir, dass [ak’|—a<[ae|]<[ak’]-+a 
ist. Wenn man daher in der Gleichung (4), Art. 111, [ak’| 
an die Stelle von [ae] treten lisst und den Fehler der so 
gewonnenen Bestimmung 


(24) a = [ol] + [ork’] 


mit w bezeichnet, so ist (23) auch die Wahrscheinlichkeit, 
dass |u| <A sei. Daraus ergibt sich fiir einen zwischen 
den Grenzen u und u + du liegenden Betrag dieses Fehlers 
die Wahrscheinlichkeit 


(25) p(ujdu = 


ur 
—¢ tei dy: 


Rome ni 
2Y m[a*z?] 
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mithin ist der durchschnittliche Fehler jener Bestimmung 
von x gleich 
V [o*4"] 
wd, 


Durch die nimlichen Schliisse wie im vorigen Artikel 
erkennt man, dass das vorteilhafteste Faktorensystem q@; durch 
die Bedingung 
(26) [o?y?| ein Minimum‘ 
gekennzeichnet ist, und zwar sowohl in Riicksicht auf die 
Wahrscheinlichkeit P als auch in Riicksicht auf den durch- 
schnittlichen Fehler. 

Dieselbe Analyse, welche vorhin zur Bestimmung der 
Werte 4, y, z,... gefiihrt hat, liefert jetzt die Werte 


Paes [wh], ti [Bk'], aie [y¥], 
mit dem einzigen Unterschiede, dass fiir die k;” nun die y,” 


eintreten. Mithin kommt an die Stelle der Gleichung (20), 
Art. 114, 


R@ — (ek) =(5] 4, 4+ [2]4.+[S]4.+--. 


Aus den Gleichungen (19) aber ergibt sich, wenn man sie 
der Reihe nach mit h,’, k,’, ky, ... multipliziert und dann 
summiert, 


fab ae +([& pees ta 


addiert man diese Gleichung zu der vorangehenden, so wird 


pee eae thy ae ip Be Ab oe 


il eed 
Mithin dienen zur Berechnung des vorteilhaftesten Wert- 
systems 2, y, 2,... die Gleichungen 


Srlet+([Sly+ Set -=(S9] 
a let plete + = PS 
ile + Eile det ES 
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Diese Gleichungen sind aber dieselben wie die aus der 
Bedingung 


(28) ()] ein Minimum 


hervorgehenden, welcher zufolge die Summe der Quadrate 


der um k; verminderten Fehler ¢;, die Quadrate mit — 
i) 
multipliziert, ein Kleinstes werden soll. In dieser Bedingung 
ist der allgemeinste Ausdruck der Methode der 


kleinsten Quadrate enthalten. 
Gauss*) bezeichnet die Grésse kj =} &:9;(&) de; als 


den konstanten Teil des Fehlers ¢;; man hat somit von jedem 
Beobachtungsfehler den ihm entsprechenden konstanten Teil 
zu subtrahieren und auf die iibrig bleibenden Reste die 
Methode der kleinsten Quadrate in dem Sinne des vorigen 


Artikels anzuwenden, statt der Gréssen kj’ aber die Gréssen 


ib 


ae k/*), oder, da es nur auf deren Verhiltnisse an- 


kommt, die Gréssen k;” — k;? in Rechnung ziehend**). 


116. Wenn es sich um die Entscheidung der Frage 
handelt, welcher von den beiden Gesichtspunkten, unter 
welchen Laplace den Gegenstand aufgefasst hat, den Vorzug 
verdient, so miisste die Vorfrage erértert werden, ob es eine 
andere Art der Schitzung des Nachteils gibt, welcher mit 
einem Fehler verbunden ist, die zu demselben Resultate 
fiihren wiirde wie die von Laplace gewihlte. Ist diese 
Frage zu bejahen, dann neigt die Entscheidung zu Gunsten 
des ersten, rein wahrscheinlichkeitstheoretischen Gesichts- 
punktes. 

Nehmen wir an, der Nachteil eines Fehlers w in der 
Bestimmung des Elementes x wiirde nach dem absoluten 
Werte von w™ beurteilt werden, wobei m irgend eine positive, 
ganze oder gebrochene Zahl bedeutet, — eine negative Zah] 
muss ausgeschlossen werden, weil der Nachteil mit der Grosse 


*) Theoria combinat., art. 5. 
**) Vgl. ibid., art. 8. 
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des Fehlers wachsen muss. Dann hat man die Bestimmung 
von x zu beurteilen nach dem Werte des Integrals 


fered. 

6 
Setzt man hier fiir g(w)dw den unter (25) des vorigen 
Artikels gefundenen Wert ein, so wird | 


fore) n 
@ ur 
1 eae 
wu” p (udu = ———_* J ume tex idu 
; 2Y mL org? 
0 0 
und mit der Substitution —— = weiter 
A [ae y*) 
gn—1 ae “m1 
= e [oe ah alae heat at 
ba 
0 
gmt m 1 Pie = 
= ph 


Die Bedingung fiir das Minimum dieses Wertes ist also 

wieder: 

[ey] ein Minimum 
und bleibt es auch dann, wenn man als Maass fiir den 
Nachteil eines Fehlers w einen Ausdruck von der Form 
Au? + But + Cu™+.--- wihlt, in welchem A, B,C,..., 
DP, 4, 7,+-» positive Zahlen vorstellen*). 

In der That also fiihrt die Schitzung des Nachteils 
eines Fehlers nach irgend einer positiven ganzen oder ge- 
brochenen Potenz seines absoluten Wertes zu demselben 
Resultate wie die Benititzung des einfachen Absolutwertes. 


117. Der Schwerpunkt der Laplace’ schen Beweisfiihrung 
hegt in dem Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit, dass die 
Summe der mit gewissen Faktoren multiplizierten Fehler der 
einzelnen Beobachtungen zwischen gegebenen Grenzen ein- 
geschlossen sei. Die Analyse, welche zu jenem Ausdrucke 
fithrt, enthilt aber einen schwierigen Punkt, welcher auch 


*) Glaisher, 1. ¢., pag. 108. 
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bei Poisson und bei den spiiteren Geometern, die mit dieser 
Untersuchung sich beschiiftigt haben, an der betreffenden 
Stelle wiederkehrt und die Frage veranlasst, ob die an- 
gewandten Niherungen zulissig seien, ob die durch sie ge- 
wonnenen Resultate nicht blosse Niherungen der Form, 
sondern auch Naherungen dem Werte nach sind. Mit dieser 
Frage hat sich Ellis*) und noch eingehender Glaisher**) 
beschaftigt. 

Wir kehren zu dem Ausdruck (6), Art. 112, zuriick und 
indem wir g =0 setzen, lautet die Bestimmung der Wabhr- 
scheinlichkeit, dass |[we]| <<a, 


Ms es 
fo =41| diel i a Pi (€;) M2 (&) 5 Ein Pn (En) 
0 —o 


sin 10 cos[ae]O 
iC) 
Wird el*9V—1 an Stelle von cos [we|@ geschrieben und 
zur Vereinfachung angenommen, dass ohne Riicksicht auf 
den Zeiger o;(— «;) = g;(e:), so wird, weil dann 


dO dé, dé +++ dey. 


foe sin «;&;9de; = 0 


2 (sin1@ Tf : 
(1) Poet | B d@ | [, f ve) cos 6,0 dei} 

ae 1 Ad 
Durch Entwicklung des Cosinus in eine Reihe und mit Be- 
niitzung der friiher eingefiihrten Bezeichnungen erhilt man 


fe Sane oe! k IV 


4 
ah pil si) cos a;8,Ode; = 1 z Ort agen) tetas 
re 


l + f gles cos a6 Ode; 


5 ” y, Oe ah, 3(¢ wg a7,1V am 
«2k, ge Gh ae) UEe o,9 (30k, °—16 ky" hy bk, ge 
2 24 720 


*) J.-¢., pag. 212 fig: 
**) Philosoph. Magaz., fourth ser., XLIII, pag. 194—201. 
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so dass sich (1) unter die Form stellt 


wm 


‘Pe pa ae S a da. 


Nun schliesst man folgendermaassen. Wie aus der Ent- 
[a2h”] 
2 
der Ordnung ; ist m eine sehr grosse Zahl, so hat die 


wicklung hervorgeht, sind A = , B, C,--+ Gréssen von 


Exponentialgrésse unter dem Integralzeichen nur dann einen 


: oF ig 
merklichen Wert, wenn @ von der Gréssenordnung a ist, 
nN 


so dass das Glied AG? einen endlichen Wert besitzt, wihrend 


ee 1 1 : 
die iibrigen als von der Ordnung —, —,, --- neben ihm 
nN n 


vernachlassigt werden kénnen. Ware hingegen © grosser, 
1 s : : 
etwa von der Ordnung ;—, so wiirde das Glied B@* endlich, 
Vn 
dagegen das erste Glied als von der Ordnung Yn so gross 
werden, dass die Exponentialgrésse eimen verschwindend 
kleinen Wert annihme. Unter der ersten Annahme ist also*) 
ees 
% V2(a?k”] 
[azk”] 


(\eerP es (Ba eee ee e-* dt 


in Ubereinstinmung mit dem Resultate (14), Art. 114. 

Da aber ® im Laufe der Integration alle Werte von 0 
bis co annehmen soll, so entsteht die begriindete Frage, ob 
auf diesem Wege wirklich ein Niherungswert fiir P erlanet 
wird. Um hieriiber wenigstens in einem besonderen Falle 
Klarheit zu erlangen, sei g, =-::-—=@9,—g, d. h. das 
Fehlergesetz bei allen Beobachtungen das nimliche (womit 
wir wieder bei den von Laplace zu Grunde gelegten Voraus- 
setzungen angelangt sind) und iiberdies a, =--- =a, =a, 
Der Ausdruck (1) gestaltet sich dann wie folgt. Es wird 


*) §. Anmerkg, zu Art, 72. 


a een 


betel uf p(é) cos «e@del" ee d@ 


foe) 


ee | oth” ath |" sind O 2 
=F fiir 5 8 + TARA | —d@, 


0 


oder, wenn man ae fiir @ setzt, 
n 


a Ae ak” OF atht¥ @t \" 1 2. a0 
x) \ 2n Bane a Vn ® 
0 


Wire » eme unendliche Zahl von hoéherer Ordnung in 
Bezug auf die unendliche obere Grenze des Integrals, so 


iM aa Ee Co 2k” 6 n 
gibe es keine Schwierigkeit, indem dann We 7 ee 


ak" 
auf dem ganzen Integrationsgebiete durch e 2 ersetut 
werden kénnte. Diese Annahme entspriche aber nicht der 
Wirklichkeit; » ist vielmehr eine endliche wenn auch sehr 
grosse Zahl. 

Zerlegt man den letzten Ausdruck fiir P in die beiden 
Teile 


ffi 2ne ag Ee Te 


a ak [fro cos aeOde}" aoe d@, 
Vi 


: . . ct s 
wobei s nur der einen Bedingung zu geniigen hat, dass — 
n 


: a 1 : fc 
eine Grosse von der Ordnung -——= sei, so kann fiir den 


We 


ersten Teil naherungsweise 


gesetzt werden; dies aber unterscheidet sich von 
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e {- Se. 10 40 
1 e Vn @? 
W 
0 
d. i. von 
Li, ae 
V2nark" 
: 2 a 
(3) ae i, e-* dt 
v5 


(und dies ist genau der Ausdruck, in welchen sich (2) unter 
den gemachten vereinfachenden Annahmen verwandelt) um 


ein Betrag, der durch entsprechende Wahl von s hinreichend 
klein gemacht werden kann, um neben (3) unterdriickt werden 
zu k6énnen. 


In dem zweiten Teil ist fic cos a@€@dO@, da O 


a s 
wihrend der Integration bestiindig grésser bleibt als ——, 
ein von der Hinheit um einen endlichen Betrag abweichender 


echter Bruch; infolge dessen ist dieser Teil gleich 


ae docte fms, d@ = &", 
s 0 
Vn 


wo &€<1, so dass er neben (3) ebenfalls vernachlissigt 
werden kann. Ks stellt also in diesem besonderen Falle (3) 
thatsichlich einen Naiherungswert von P dar. 

Als Beleg fiir die Zulissigkeit der Laplace’schen 
Approximation hat Hillis emen besonderen Fall angefiihrt, 
in welchem P auf anderem Wege gewonnen werden kann 
und das so erhaltene Resultat mit dem aus der Laplace- 
schen Niherungsformel gefolgerten tibereinstimmt. Glaisher 
hat diesen Fall wieder aufgenommen, vereinfacht und zwei 
weitere Fille soleher Art hinzugefiigt. Indessen liegt hierin 
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keine vollkommene Bestitigung der Analyse, da die Uberein- 
stimmung wieder nur unter gewissen Voraussetzungen statt- 
findet. Wir fiihren nur das erste Beispiel an. 

Ks sei nimlich g(s) = ; e+*, wo das obere Zeichen 
fiir ein positives, das untere fiir ein negatives ¢ gilt*). 
Dann ist 


P= Sah 2 je cos we@de\" one d@ 


1 2 | @ 
0 —o 
2 ~ i 
Sef é—* cos «sO de)" BnLe d@ 
T%, 2) 
0 0 


2 ¥ in 14@ 
= = ne =f 2o)-* d@**) 
0 


2V an 


Sey ged ae Coy ee : 
—=— | « “@ sin — === | eo" dt, 
x: VIO = Ve 
0 


0 


und dies stimmt thatsichlich mit dem Resultat, welches die 
Niaherungsformel (3) liefert, iiberein, da im vorliegenden Falle 


oo o 
co lacs dé =f fe de = 2 ist. Bei dem Uber- 
ew 0 
gang von (1 aie = 
setzung gemacht, dass entweder die unendliche obere Grenze 
von © durch eine endliche Grésse ersetzt werden kann oder 
dass n ohne Grenzen wachse. Der schwierige Punkt ist also 


nicht véllig aufgehoben. 


— 70: . . 
) zu e-”& wird aber die Voraus- 


*) Vgl. Artikel 45. 


*#) Nach der Formel hae cos ba da = a ror 
: 0 
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118. Die Verallgemeinerung, welche Ellis und Glaisher 
dem Laplace’schen Beweise gegeben haben, zeigt gegentiber 
des letzteren eigener Beweisfiihrung den wesentlichen Unter- 
schied, dass sie nicht auf die Bestimmung der vorteilhaftesten 
Werte aller Elemente zugleich, sondern zuniichst auf die 
Ermittlung eines Hlementes ausgeht; erst aus der Sym- 
metrie der erlangten Gleichungen wird der Schluss gezogen, 
dass sie die gestellte Aufgabe nicht allein fiir dieses eine, 
sondern fiir alle Hlemente zugleich lésen. 

Ganz im Sinne seines Urhebers ist der Beweis durch 
Todhunter*) verallgemeinert worden; wenn auch ein letzter 
Schritt in dieser Beweisfiihrung zu thun noch iibrig bleibt, 
so bietet die Analyse doch hervorragendes Interesse und 
fiihrt nebenbei zu einem bemerkenswerten Resultate, welches 
Laplace im ersten Supplement zu seiner Théor. analyt. des 
Probab. ohne Begriindung angegeben hat. Sie stiitzt sich 
auf die Theorie zweier vielfachen bestimmten Integrale, 
welche wir in mehrfach abgeinderter Form und mit Um- 
gehung des von Todhunter befolgten Weges der Induktion 
vorausschicken wollen**). 


1) Ks sei 
(1) w= Ay y? + Age” + Aggy” + +++ + 2 Ayo a, @, + 
okt + Age fy Bye On 


eine wesentlich positive quadratische Form der Elemente 
1, %,+.+ Xn, Kt ihre Determinante; ferner 


(2) (ee A, %; Ae Hy X» + 9+ Anta 


eine lineare Form derselben Elemente. Es handelt sich um 
das nfache bestimmte Integral 


(3) Cie] fine aes cos wdx, dr, ---dxy. 


00) == Go. 


Man bestimme die » Hilfsgréssen ,, &,... & derart, 
dass sie den Gleichungen 


*) Cambridge Philos. Transact., XI, pag. 219 fig. 
**) Vel. d. Verf. Note in den Monatsh. fiir Math. u. Phys., IT. 
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H, = Ay, & ate Aj, bo Ne Arg bs + ee 
(4) Hl, = Ay, oer Ags b “P Ap; 6; ale es (Aix = Ani) 
Hs = As, + Age bo -+ Ass f3 + +: 
gentigen, deren Determinante zusammenfallt mit der Determi- 
nante £ von w und daher notwendig verschieden ist von 
Null. Bezeichnet v diejenige quadratische Form, welche 


ause# durch die Substitutionen #7, =='6,, 75== 6, ... =o, 
hervorgeht, so kann an Stelle von (4) auch geschrieben werden: 


ae de oe ese Fy ee 


Werden in w die Koeffizienten H,, H,,...H, durch ihre 
Darstellungen (4) oder (5) ersetzt, so erscheint U als 
Funktion der €, €&,...& und ihr partieller Differential- 
quotient in Bezug auf €, ist 


oe OME aa 5 ’ i @ 
(6) ea uy (Gae sin Wy, At, dat + ay 
weil 
dw 0H, OH, 0H, 


ae ae rem ae az & 
as 0b. ae OS 2 ar 0&, 
1 du 
== Ay, %, + Aye®, +--+ + Ain dn = Son 
kewl 
Wenn man nun andererseits in U zuerst die Integration 


in Bezug auf z, ausftihrt, so ergibt sich 


(oa) 


io a} 
. ages 1 i , Ou 
at Dp acs 1 es eee Bd OO 
J e—" cos wda, | jee ele ae Wa OM 


= — DH 


und daraus, weil der erste Teil der rechten Seite verschwindet, 
loa} wo 
1 nee See Pe 1 du 
21h | é—” cos wdx, =} e—% eg Ot) 
car —o 


wird nun beiderseits in Bezug auf die tibrigen Variabeln 
zwischen den Grenzen — oo und + © integriert, so er- 
gibt sich 


Czuber, Theorie der Beobachtungsfehler, 18 
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a, ff Se « cos w di, dity--» Ain 


ro| Ht 


2 tae eee 1 ou 
cs foe Sin 0-5 5, ay dit, -- dan, 
d. i. mit Riicksicht auf ae) und (6) 
au 
und schliesslich wegen a 
1 ov oU 
© Ce ee 
Geht man in derselben Weise mit den Parametern 
&,--. & vor, so kommt man zu den analogen Gleichungen 
1 Ov oU 
co ee 
ae) ; ae 
1 a) oU 
4 Ore Sa isa 
Werden nun diese Gleichungen (7) und (7*) der Reihe 
nach mit dé,, d€,,... d&, multipliziert und hierauf summiert, 
so entsteht 
dU 1 
WT => _ sip dv 


und hieraus ergibt sich durch Integration 


2 


(8) Ua Ke * 


wobei K eine Konstante bedeutet. 
Zur Auffindung ihres Wertes setze man 


6 Sih = ee Ge — 0; 


dadurch wird auch v —O und w—O und somit 


(9) K =f f- fo dar dary dey. 


—D —O 


? 


Die Form w, da ihre Determinante A nicht verschwindet, 
lasst sich aber als Summe von » Quadraten linearer Formen 


threr Variabeln darstellen und zwar unter andern auch in 
der Gestalt ae 
2 2 2 I 2 
w= Ayr” + Boys” + Cygyg? > +* + Kan Yn’ 
wobei By, Cy3, ... Kn» gewisse neue Koeffizienten bezeichnen, 
welche hier einzeln vorliiufig kein Interesse haben, und 


y =a, +2 a + 4 ay poe hE a 
ie Ns lth dh he ar 
ene 3 -F 
Yn = ee Ln 


Die -Determinante der neuen quadratischen Form in den 
Variabeln y reduziert sich auf das Hauptglied und ist 
Aj, Boy Cyy +++ Kun; die Determinante der Substitution redu- 
ziert sich ebenfalls auf das Hauptglied 1, da alle Elemente 
zu einer Seite der Diagonale null sind; folglich ist*) 

(10) =A yee eae a 


Durch die angegebene Transformation wird aber 


| ea Any? ay, f e-Pow' dy, coo f enon! AY n 
Pod LKR EL RN eS 
V4n VB VEan’ 


also mit Riicksicht auf (10) 


CPT} k= i . 
Fiihrt man diese Bestimmung in (8) ein, so wird endgiltig | 
of — 
(12) U= Ve Cou 


2) Mit Beibehaltung der friiheren Bezeichnungen handelt 
es sich an zweiter Stelle um das Integral 


*) Baltzer, Det., 5, Aufl, pag. 175. 
18% 
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(SD = ffi feed da, days. 
i) ==00) b= oo. 


Mittels der eben benutzten Umformung von w wird, da 
oi Upelates 


o w 
Va —| candy, | e— Brads” dy, 6 <he 
—~ — ‘ 
© a 


ie 2 - 3 
Be ie 4 LG eatin 
| e  ™—12—-1% Ld Y, i Yn€ andn LY n 
0 


VG Ve Vu 1 
Vid an 2 En 


Ek 
eee is V Aur Bos °F, —1,n—4 
a ris 
Es ist aber 

Ay, = Ay 
Al. 

Bog = Agy — “4 

On ee A a: Aj,” Ary Ay, ar Ay, Ays 


oe A, Aj; Ags 4 A,,” 
IC j== Ann— NE 

wobei N einen von A,, unabhangigen Ausdruck bezeichnet; 
und da (s. (10)) 

OR oR OK,, 

0A, » eo OK,» Ci a Ay, Byy : 2s Ie 4, n—1y 
so bedeutet das zuletzt geschriebene Produkt die dem Ele- 
ment A,, adjungierte Subdeterminante von &; bezeichnet 
man sie mit P,,, so wird 


n—1 
(14) V,= ae ie 
Ks bedarf keiner Krérterung, dass diese Formel auf jede 
der » Variabeln x, %,--++%, sinngemiisse Anwendung findet. 
Von den Formeln (12) und (14) wird nun im folgenden 
Artikel und bei spaiteren Untersuchungen wiederholt Gebrauch 
gemacht werden. 
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119. Aus » Fehlergleichungen der allgemeinen Form 


(1) g&=—l+ax«+tbytoeet-. (=1,2,---n) 
sind die vorteilhaftesten Werte der m Elemente 4, y, 2,... 
zu bestimmen; vorausgesetzt wird, dass m cine sehr grosse 
Zahl im Vergleich zu m sei. 

Man multipliziere jede der Fehlergleichungen mit einem 
unbestimmten Faktor «;, dann mit B;, mit y;,... und bilde 
jedesmal die Summe; dadurch ergibt sich das Gleichungssystem 


[we] = — [al] + [wale + [ad]y + [wele + --- 
(2) [Be] = = [BU] + [Bala + [Bbly + [Bele +--- 
[ve] = — [vl] + lyale + [vblg + [ele fo 


welches ans ebenso vielen Gleichungen bestehen soll als es 
zu bestimmende Hlemente gibt; die Zahl der eingefiihrten 
Faktoren ist dann mn. 

Legt man den linken Seiten dieser Gleichungen bestimmte 
Werte bei und setzt beispielsweise 
(3) Ee==[ee]= po, Bs =[Be]—us, Fy=[rve] ey, °° 
so ergeben sich gewisse. Werte fiir x, y, z,..., und die Wabr- 
scheinlichkeit des gleichzeitigen Bestehens der Gleichungen (3) 
ist zugleich ein Maassstab fiir die Zuverlassigkeit jener Werte. 

Um diese Wahrscheinlichkeit zu finden, nehme man zu- 
nachst an, jeder Fehler ¢; sei nur solcher Werte fihig, 
welche Vielfache eines gegebenen Betrages w sind und 
zwischen v,@ und v,@ liegen; jeder médgliche Wert von ¢; 
ist dann in der Form y@ enthalten, wo 7 eine zwischen den 
ganzen Zahlen v,, v, liegende ganze Zahl bedeutet; um an 
bestimmte Vorstellungen anzukntipfen, sei vy, <4 <v,. Die 
Wabrscheinlichkeit, dass der Fehler der 2°" Beobachtung 4 
betrage, werde mit f;(y) bezeichnet. 

Der Faktor @ werde so bestimmt, dass @a;, ©B;, @y;, +--+ 
fiir alle Werte des Zeigers 7 von 1 bis m ganze Zahlen sind. 

Die Wahrscheinlichkeit, dass gleichzeitig 


(4) @ Ly = MeO, @ Bs = Mo, oL,=m,a, cae 
sei, ist dargestellt durch den Koeffizienten von 
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pre 1o)) ue 22) Hed : 


in der Entwicklung des Produktes 


X= Q1Qe°** Qn, 


worin 
Yu 


Q; a. > fila) PESO A Lee aa 


peo OR 


a 


Setzt man 


% 


s—, OWS ==, SOSA aa 
to — @9V » Ure ye » Ur se c 


so wird jener Koeffizient das von natiirlichen Potenzen freie 
Glied des Produktes 
Kew Ma Og Py BE V1 


sein und ausgeschieden werden, wenn man dies Produkt, 
nachdem es mit d(Od®d¥... multipliziert worden, in Bezug 
auf diese m Variabeln zwischen den Grenzen — a und x 
integriert. Die ae Wabhrscheinlichkeit ist demnach 


fe ; eX — (Me O+mgPrm, a) aa 11@d@dwv.. 
ae 
—nt —n —n 
Wird 
Me@ = Ue , mp oo = Up@ , My 0 = U,O , 
und 
oO =a’, aD—ad’, OP=a®, 


gesetzt, so kommt, wenn man  unendlich klein werden 
lisst und dadurch ausspricht, dass der Fehler ¢; aller 
zwischen den ihm eigentiimlichen Grenzen liegenden Werte 
fihig sei, 


p= (see ff fox Ha reg Py BVT dey day gun's 


==) = 00 


Weil aber ama, ms, my,... als ganze Zahlen die Hinheit zur 
kleinsten Anderung haben, so ist 


« 
oS pS Cl Wee — dws = d wy —— 


und unterdriickt man den Accent bei 0’, ©’, B’,..., so wird 


yi 
6) se theta yee 
(Qc) 
cin wee Kea Ot ep + ty ¥+-IV=l g@ga@qy... 


die Wahrscheinlichkeit, dass zu gleicher Zeit 
Ba S Ha < ta + de 
Us S Ee Sg + dus 
ly SE, Sy + dey 
Ks eriibrigt noch, X in den Gréssen darzustellen, welche 
der letzte Ausdruck fiir p ausser X enthalt. Es sei 
a ee! 18) V2 0 = Qos TI ee 


weil die Wahrscheinlichkeit eines bestimmten Betrages yo 
mit @ zugleich unendlich klein wird, so sei ferner 


fi(n) = opie) = gile)de; 
dann ist, nach Ausfiihrung derselben Transformationen, 


Jo 
Vi —| pi(s)dsc OTP Tr rer eases 
a 


Setzt man also 


(6) “oO+ 60+ y0+.--—7; 


fe 
Hf! gi(é) cos t3¢dé = Q; Cos 9; 
ds 


() : 
fo sin t;¢dé = @; sin 0; 
A 
(8) 910377 Qn = Y 
ig Ls cg le iy a ace h 
so wird 
X = YeoV-1, 
und mit‘der weitern Abkiirzung. 
(9) OS OEE ane ia ac 


stellt sich p in der Form dar 
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ioe) 


dw,,d upd i aE 
p= a es SSS Ye V1 d@doadw.. 
7 


Wie aber aus den Gleichungen (6), (7), (8) hervorgeht, 
indern o und s ihr Vorzeichen, wenn alle Variabeln 
@, ©, B,... es zugleich andern, wihrend Y wesentlich positiv 
ist; die Komplexitit von p ist daher nur scheinbar, weil der 
imaginire Bestandteil ULE und es bleibt 


tu dud 
= uae cee ff * Ycos(s— 6) d@d@dP... 


2m)!" 


Die Nereisieary von (7) mit den Gleichungen (9), 
Art. 112, zeigt, dass man durch dieselbe Analyse, wie sie 
in dem letztgenannten Artikel befolgt worden ist, und mit 
Beniitzung der Abktirzungen 

92 


feo) de =k; 


Nn 
92 


feeds Gy 


a 


; (hi — ky?) ye 
fir Y und o die naherungsweise richtigen Bestimmungen 
Visa e107) | == [hz] 
erhalt, so dass weiter 
(10) ie du, aly diy: = 


(27) 1 Ne 


(mie - LE?! cos (s — [h’t])dOdDad®..., 


Den Gleichungen (6) und (9) zufolge sind rz; und s 
lineare Formen der Variabeln 0, ®, @,...; daher ist [y?r?] 
eine quadratische Form dieser Variabeln und ihr Koeffizienten- 
system wegen (6) 


A, na [e*"l, Ay, = Lo By], Ay, ar leyyx"], ia or 
(11) Ay, = Ay, As. = [8x7], Ass = [By x7], «°- 
As, = Ajs, As, = Ags, A,, = [y* 47], 
ferner s — [k’r] eine lineare Form mit den Koeffizienten 
(s. die Gleichungen (6) und (9)) 
(12) H,=tte—[ak), HH, = ws —[Bh’], A, = y— [yk'], aN 


Das Integral in (10) ist demnach von der Form (3), 
Art. 118, und wenn man seinen nach der dort entwickelten 
Formel (12) gebildeten Wert einsetzt, so erhalt man 


= v 
(13) Ah dwg dp, «> Saat y 


= Cry. 5 

(20)” VR 
wobei A die Determinante des Gréssensystems (11) und v 
die quadratische Form bedeutet, welche mit den Koef- 
fizienten (11) gebildet und nach den Groéssen €,, €,... & ge- 
ordnet ist, welch letztere sich aus dem Gleichungssystem 


A, = Ay Ss + AyeS + Aish + --- 
(14) A, = Ag, f + Age b, + Aosfs + --: 
Hy, = As,6, + Asoo + Ags 3 + °° 
iS ETT went ebaeS 
Stellt man den Werten z, y, z,... der Elemente, welche 
dem Gleichungssystem (s. (2) und (3)) 
tae = — [al] + [aalx + [ably + lecle + --- 

(15) we = — [61] + [Bale + [Bbly + [Bele +--- 
ae lar Wale poly a Wels ciara 
entsprechen, diejenigen Werte 2,,¥,,2,... entgegen, welche 

aus dem Gleichungssystem 
[ah”] = — [eel] + [wa], + ledly, + feel, + 
(16) [Bh] = — [BU + [Balo, + [Bb]y, + [Bela + + 
[yk] = — [vl + [yale + [vol + [rela ++ 


hervorgehen, so sind 
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L— t=, YY HY, 2H Hwee 
die Fehler der letzteren Bestimmungen, wenn die ersteren 
die wahren Werte der Elemente vorstellen; und man _ hat 
daher, um die Wahrscheinlichkeit ftir die Koexistenz der 
Fehler wv, y’, 2... in den Bestimmungen 2,, y,, 2,,... ZU er- 
halten, nur noétig, den Ausdruck (13) statt in den Gréssen 
Cy Soh Gay are ll 54/2 ye a. Garzusbellens 

Hierzu dienen die Gleichungen (14) und die nachfolgen- 
den, welche durch Subtraktion korréspondierender Gleichungen 
der Systeme (15) und (16) unter Beriicksichtigung von (12) 
erhalten werden, namlich 


A, = [aala” + [ably’ + [aclz’ +--- 
(17) H, Hae Balak seats Aa tae 
smal E lvbly a lvele et oe 


Durch nie Substitution (14) Sh v in eine Rear 
Form der H,, H,, H,,... tiber — ihre Determinante heisse S —, 
wahrend Ponies (12) sich duedugdu,... verwandelt in 
dH, dH, d H,--- 

Durch die darauffolgende Substitution (17) wird v zu 
einer quadratischen Form der w’, y’, 2’,... — ihre Koeffizienten 
mogen mit C;, bezeichnet werden —, wihrend dH,dH,dH,... 
iibergeht in 4dx'dy'dz’..., wenn unter 4 die Determinante 
des Gleichungssystems (17) verstanden wird. 

Mithin wird 


me 
a v 


; ae alate 8 
18 = —— du’ dy’ dz’ +++ 
(18) Tey sa y | 
die Wahrscheinlichkeit eines Fehlersystems a’, y’,2’,... in 


den durch (16) gelieferten Bestimmungen der unbekannten 
Elemente. 

120. Um daraus die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers a’ 
in der Bestimmung a, unabhiingig von den Fehlern der 
iibrigen Hlemente zu erhalten, hat man den Ausdruck (18) 
in Bezug auf y’, 2’,... zwischen den Grenzen — oo und + co 
zu integrieren; und um den Durchschnitt der positiven Werte 
von w’ zu finden, hat man den so gewonnenen nur von 2” 
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abhiingigen Ausdruck mit x’ zu multiplizieren und beziiglich 
dieser Variabeln zwischen 0 und co zu integrieren. Der 
durchschnittliche Fehler Gn Laplace’s Sinne), der in a, zu 
befiirchten ist, kommt demnach gleich 


ia} ao 


7a | mt 7 iy oa 

ia ZL re 4 da’ dy’ dz’ --- 
(2 m Re 
(20)" V p 


Das hier auftretende Integral ist von der Art des in 


Gleichung (13), Art. 118, behandelten; bezeichnet man die 
Determinante m‘™ Grades der Form v mit 7’, so dass 


Pax) D) =| C1, Coa Cyg++, 80 ist die Determinante der Form 


gleich 4—” 7’; und heisst 7, die zu C,, adjungierte Determi- 
nante von 7, so ist 4~-™+17', die analoge Adjunkte in Bezug 


auf die Form 3 vermoge der Gleichung (14), Art. 118, hat 


4 
also das obige Integral den Wert 
m—I1 m—t1 to 
ae Vaomtip 2; QM 2 Vig 
2.4°-°T7 4h 


und der Ausdruck (19) geht iiber in 
(20) ad BE 


Dies lasst noch eine weitere Vereinfachung zu, wenn man 
die Verainderungen verfolgt, welche die Determinante von v 
im Laufe der Transformationen erfahrt. Wahrend v dar- 
gestellt ist in den Variabeln 

b1, be, Gyre e5 H,, H;, H;,...; Tk, oes 
hat es die Determinante 
hi, S, T; 

der Ubergang von der ersten Darstellung zur zweiten ge- 
schieht durch die Substitution (14) mit der Determinante R, 
und der Ubergang von der zweiten Darstellung zur dritten 
durch die Substitution (17) mit der Determinante 4; mit- 
hin ist*) 


*) Baltzer, Det., 5. Aufl., pag. 175. 


und daraus folgt*) 
(21) Ri 7 


Hiermit aber verwandelt sich der ,Ausdruck (20) fiir 
den durchschnittlichen Wert von + 2’ in 
© Te : 
(22) . oe 


Daraus schliesst man zunichst auf die bemerkenswerte 
Thatsache, dass sich die durchschnittlichen Fehler, welche in 
den Bestimmungen @,, ;,, 2,,--. der Elemente zu beftirchten 
sind, zu einander verhalten wie YZ, : V Lo: V Tyg 3 --- 

121. Die Faktoren o;, B;,y;,... sind nun derart zu be- 
stimmen, dass der Ausdruck (22), oder was dasselbe ist, dass 


f ery eete , 
7 moglichst klein werde. 


Fiir eine beliebige Anzahl von Klementen ist diese Be- 
dingung bisher nicht gelést worden. Wir wollen mit 
Todhunter zeigen, dass sie, auf den Fall zweier Elemente 
angewandt, zu den in Artikel 109 gefundenen Resultaten fiihrt. 

In diesem f'alle ist 


V == Ay, by? + Ags bo” + 2 Aye & & 
at (Ayr & a Aj, ) a rie (Ag o AF Ags i) bs 


und die zur Bestimmung von §,, & fiihrenden Gleichungen 
lauten 


H, = Ay & + Ay & 
Fy = Ag, + Ago bs. 


Hieraus folet ; 


*) Todhunter hat diese Relation indirekt durch die Bemerkung 
gefunden, dass durch Integration des Ausdrucks (18) in Bezug auf alle 
Variablen zwischen den Grenzen — oo und -++ oo die Hinheit als 
Resultat herauskommen mitisse. Mit der oben gegebenen direkten 
Ableitung jener Relation ist demnach eine Verifikation der Formel (18) 
gegeben, 


<a ? I OO Ne 
pot, 
so dass v, in H,, H, dargestellt, zu der Gleichung 
Ro = Ay Hy’ + Ay, A,” — Ay, H, H, 
Anlass gibt; wird hier die Substitution (17), Art. 120, aus- 
gefiihrt, so ergibt sich 
Ry = Ag, ([wa]x’ + [ab]y’)? + Ay, ([Balx’ + [Bb] y’)? 

— 24,,([aa]a’ + [ab]y’)([Balx’ + [Bb]y’). 
Mithin ist, unter gleichzeitiger Hrsetzung von A,,, Ags, Ajo 
durch die Werte aus (11), Art. 120, 


RC, = (By? [ea]? — 2[aBy"|[ea}[Ba] + fo? x" |[Ba]? 
RC, = [By |[ea][ab] — [aBy"](( ea] [Bb] + [ab] [Ba]) 
+ [o?y7)[Ba][B5] 

RC» = [B’y*] [ab]? — 2a By?]Leb][Bb] + [o’y7][Bb]*; 

weiter hat man 
LT = Cy Cee — Ci’, Li1 = Cop, 

und vermége (21), Art. 120, 
Ty, FT, es __ [Bx }[ob]?—2foB y*Jleb][Bb] + [oP x"I[B 0)” | 
L a’ Ae ((a a] [Bb] — [wb] [Ba])? 


Dies aber stimmt mit dem bei Laplace mit a be- 


zeichneten Ausdrucke (s. Artikel 109) iiberein, wenn man 
wie dort fiir alle Beobachtungen dasselbe Gesetz annimmt 
und y= 1 setzt. 


Die Ausfiihrung der Bedingung: ar ein Minimum, gibt 
a; b; 
aero een phe allay 


wo M eine Konstante bezeichnet, und hiermit erhilt man 
auf Grund von (16), Art. 120, die zur Bestimmung der vor- 
teilhaftesten Werte der Unbekannten dienlichen Gleichungen 


slat [A] am Ce 
lat (ela 


in Ubereinstimmung mit den Gleichungen (27), Art. 115. 


— 286 — 


122. Das am Beginn des Art. 118 angezogene Laplace’sche 
Resultat, welches die obige Analyse nebenher liefert, ergibt 
sich in folgender Weise. Fiihrt man die vorteilhaftesten 
Faktorensysteme 


a, b, : 
=M 3, p= Mes, Vi Me 
C 7 


ein, so fallen (mit JJ = 1) die Koeffizienten der Gleichungs- 
systeme (14) und (17), Art. 120, in das eine System zusammen 


Au = [F|; Ay =[S); Ay = [7]; ane 
Ay, = As, A, Fag! Bak A 
Ay = Ay, An Aw, ye = [28], 


und es wird somit, da die linken Seiten beider Gleichungs- 
systeme ebenfalls tibereinstimmen, 


i=“, G=yY, &= 2, sages, 
infolge dessen hat man weiter 
0 = Ay 6)? + Aas £5" + Ags &? + +> + 2A 8 & + 2Ai3 6 & + 
=D) [fe a biy pote 4p eabialy + 2a.ea'd +--))| 
ie + by’ Gp’ Eas 
- SC 
und vermége (18), Art. 120, da nun 
ab ae 
mit lel ele 
ba be 
piles ale les 
C ce 
? , Li ‘] Fale 


Fa 
= Ly 
Li 


geworden ist, driickt 


fe ge bby yee phe =) 
2x6 


Rie 
Re. da’ dy’ da’ +--+ 


die Wahrscheinlichkeit aus, dass den vorteilhaftesten Be- 
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stimmungen 2, ¥;,2,,--. der Hlemente zu gleicher Zeit die 
Fehler x’, y’, 2’,... anhaften*). 

Dies ist das von Laplace an der betreffenden Stelle**) 
ohne Begriindung angefiihrte Resultat, mit dem Unterschiede, 
dass nach seiner Voraussetzung positive und negative Fehler 
gleichen Betrages gleich wahrscheinlich sind, weshalb kj = 0 


und 7? = es ke’, und dass alle Beobachtungen demselben Ge- 


setze unterliegen, weshalb: k;’ unabhiingig ist von 7. Den 


konstanten Faktor aa 
(2V =)” 
Zweck irrelevant, nicht angegeben. 

Wir wollén indessen zeigen, dass sich das obige Resuitat 
bei Laplace vollstandig vorfindet, wenn es dort auch nur 
ftir den Fall zweier Elemente und unter den eben angefiihrten 
Hinschrankungen nachgewiesen werden kann. Dabei wird 
sich Gelegenheit bieten, den Zusammenhang zwischen den 
Formeln bei Laplace und den gegenwirtigen herzustellen, 
beziehungsweise ihre Ubereinstimmung zu zeigen. 

In Gleichung (8), Art. 109, wurde 
x(Fu2 +2 Gue+ He?) 

EE HES du dv 


hat Laplace, als fiir semen 


% A 
Aaa oF VR : 
als Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit gefunden, dass den 
beiden zu bestimmenden Elementen gleichzeitig die Fehler 
u,v anhaften. Fiir die vorteilhaftesten Faktorensysteme wird 
(s. die Gleichungen (10), (5), (6), (7) des citierten Artikels) 
mit M = 1 


p 


F' = [aa] {{aa][bb] — [ad}*}, 

G = [ab] { [aa] [bb] — [ad}}, 

H = [bb]{{aa][bb] — [abd]’}, 

R= 4 = [aa][bb] — [ad}’, 
mithin 


Plt 2Gue + Ho _ [aalu? + 2[ab]uo + [d]o® 


=> (a;u + bv)? ; 


*) Vel. den Schluss des Art. 191. 
**) Théorie analyt. des Probab., pag. 539 nat, édit. 
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ferner ist in Laplace’schen Zeichen yx =1, 2g?x” =k”. 
Daher geht der obige Ausdruck iiber in 


Viaa](oo) — ad? — apn Bae toe? 


erally du dv 


und dies ist genau dasselbe, was die Formel (23) fiir den 
Fall zweier Elemente und unter den erwahnten Hinschrin- 
kungen angibt. 


‘ 


§ 5. Zweiter Beweis von Gauss. 


123. Die Laplace’schen Untersuchungen, so merkwiirdig 
in ihren Resultaten, bauen sich auf einer Voraussetzung auf, 
welche in der Praxis nur in seltenen Fallen erfiillt sein wird; 
wahrend namlich hier die Anzahl der Beobachtungen zumeist 
nur eine missig grosse ist, setzen jene Untersuchungen eine 
»sehr grosse“ Anzahl von Beobachtungen voraus. Bei der 
Unbestimmtheit des Begriffes einer ,,sehr grossen“ Zahl bleibt 
es daher zweifelhaft, ob im einem gegebenen Falle jene 
Voraussetzung so weit erfillt ist, um den Resultaten die 
Bedeutung und die Higenschaften beimessen zu k6nnen, 
welche ihnen die Theorie zuschreibt. Hierzu kommt noch 
die Schwierigkeit und Umstindlichkeit der Analyse. 

Diese beiden Mingel sind von Gauss in dem zweiten 
Beweise, welchen er fiir die Methode der kleinsten Quadrate 
gegeben hat*), in der gliicklichsten Weise vermieden worden. 
Durch diesen Beweis ist mittels einer von jeder Schwierig- 
keit freien Analyse dargethan worden, dass die Methode der 
kleinsten Quadrate allen andern linearen Kombinationen der 
Fehlergleichungen vorzuziehen ist, welches auch die Anzahl 
der Beobachtungen und wie auch das Gesetz beschaffen sei, 
welchem der Fehler der einzelnen Beobachtung unterliest, 
wenn nur jeder Beobachtungsfehler von systematischen Teilen 
befreit ist, so dass positive und negative Betriige gleicher 
Grésse gleich hiiufig erscheinen. 

Der Gedankengang dieses zweiten Beweises ist im Wesen 
derselbe, welcher der zweiten von Laplace gewihlten Methode 


*) Theoria combinat. observat., pars prior; 1821. 


ae) SOU). as 


zu Grande liegt. Aber in der Art der Beurteilung des Nach- 
teils, welcher mit einem Fehler verbunden ist, gehen beide 
Geometer auseinander. Wiihrend Laplace diesen Nachteil, 
oder wie Gauss ihn treffend nennt, das Moment des Fehlers 
seinem absoluten Betrage gleich setzt, wihlt Gauss dafiir 
das Quadrat des Fehlers (s. Artikel 8 und 9).  Willkiir- 
lich ist die eine Annahme gewiss ebenso wie die andere. 
Die Vernunft fordert nur, dass das Moment eines Fehlers 
durch eine mit ihm wachsende, mit ihm zugleich ver- 
schwindende und von seinem Vorzeichen unabhingige (be- 
stindig positive) Funktion dargestellt werde. Diesen Be- 
dingungen entsprechen beide Annahmen; die zweite gewiahrt 
den Vorteil, dass sie das Moment durch die einfachste 
stetige Funktion ausdriickt, welche die verlangten Higen- 
schaften besitzt, und hierin liegt der wesentliche Grund, 
warum sie der analytischen Behandlung weit geringere 
Schwierigkeiten darbietet als die erste. Der ersten Annahme 
zufolge wiichst das Moment ebenso wie der absolute Betrag 
des Fehlers, der zweiten zufolee wie sein Quadrat: wenn 
hiernach die zweite Annahme den Nachteil grosser Fehler 
weit héher anschligt als die erste, so kann dieser Umstand, 
wiewohl die Entscheidung denn doch dem freien Hrmessen 
iiberlassen werden muss, eher zu ihren Gunsten gedeutet 
werden *). 


*) Uber diesen Punkt sowie tiber die Griinde, welche ihn bewogen 
haben, von der ersten Begrtindung der Methode der kleinsten Quadrate 
abzugehen, spricht sich Gauss in einem vom 26. Februar 1839 datierten 
Briefe an Bessel (anlisslich dessen ,,Untersuchungen iiber die Wahr- 
scheinlichkeit der Beobachtungsfehler“, s. Art. 38) wie folgt aus: ,,Dass 
ich tibrigens die in der Theoria Motus Corp. coel. angewandte Meta- 
physik ftir die Methode der kleinsten Quadrate spiterhin habe fallen 
lassen, ist vorzugsweise auch aus einem Grunde geschehen, den ich 
selbst 6ffentlich nicht erwihnt habe. Ich muss es namlich in alle 
Wege fiir weniger wichtig haltev, denjenigen Wert einer unbekannten 
Grosse auszumitteln, dessen Wahrscheinlichkeit die grésste ist, die ja 
doch immer nur unendlich klein bleibt, als vielmehr denjenigen, an 
welchen sich haltend man das am wenigsten nachteilige Spiel hat; 
oder wenn fa die Wahrscheinlichkeit des Wertes a ftir die Un- 
bekannte x bezeichnet, so ist weniger daran gelegen, dass fa ein 

Czuber, Theorie der Beobachtungsfehler, 19 
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124, Bezeichnet « den Fehler in der Bestimmung einer 
Grosse und p(e)de die Wahrscheinlichkeit, dass sein Wert 
zwischen den Grenzen ¢ und ¢ + dé liege, so nennt Gauss, 
gleichgiltig welcher Natur die Funktion g(é) sei, die Grosse 


Vk’, welche sich aus 
b= f eo (ejde 


ergibt, den mittleren Fehler jener Bestimmung und setzt 
fest, dass die Genauigkeit der Bestimmung umgekehrt 


proportional sei Vk”, wihrend eine dem k” umgekehrt pro- 
portionale Grésse als Gewicht der Bestimmung bezeichnet 
wird*), 

Diese Begriffe sollen zurecht bestehen, ob die Bestim- 
mung aus einer unmittelbaren Beobachtung hervorgegangen 
oder aus Beobachtungen durch Rechnung abgeleitet worden ist. 

Liegen mehrere Bestimmungen vor und sind k,"",k,", ks”, ... 
die mittleren Werte ihrer Fehlerquadrate, so hat man, um 
ihre relativen Gewichte p,,.,p;,.-. zu erhalten, eine Be- 
stimmung, deren mittleres Fehlerquadrat einen bestimmten 
Wert k” hat, als Gewichtseinheit anzunehmen; es ist dann 


wt 


kh’ = k, Dr a hy @s = ke” De ee 


Die Annahme 


1 1 
PD; tie Ce Ve ge) Ps | 79 


‘2 3 


insbesondere entspricht einer Gewichtseinheit, deren mittlerer 
Fehler die EKinheit ist, in welecher man die Fehler ausdriickt. 


Maximum werde, als daran, dass His - F(« —a)dx ausgedehnt durch 


alle méglichen Werte des a ein Minimum werde, indem fiir /’ eine 
Funktion gewithlt wird, die immer positiv und fiir gréssere Areumente 
auf eine schickliche Art immer griésser wird. Dass man dafiir das 
Quadrat wiihlt, ist rein willkiirlich, und diese Willkiirlichkeit liegt in 
der Natur der Sache. Ohne die bekannten ausserordentlich grossen 
Vorteile, die die Wahl des Quadrats gewiihrt, kénnte man jede andere 
jenen Bedingungen entsprechende Funktion wiiblen ...‘ Briefwechsel 
zw. Gauss und Bessel, 1880, pag. 523. 


*) Vel. Art. 48 und 49, 
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125. Aus ” Fehlergleichungen der allgemeinen Form 


(1) g&=—l+taxetbytoeete: G=1,2,---n) 
sind die vorteilhaftesten Werte der m(< ) Elemente 4, y, 2,... 
zu bestimmen. 

Man multipliziere jede Fehlergleichung mit einem un- 
bestimmten Faktor «;, bilde die Summe 


(2) [we] = — [al] + [wa]x + [ably + [acle + --- 

und unterwerfe die » Faktoren «; den m Bedingungen 

(3) [eal = 1, (eb) 9; [ec] = 0, 

dadurch reduziert sich die Gleichung (2) auf 
© = [al] + [ae] 


und gibt, wenn man [we] = 0 setzt, fiir das Element x die 
Bestimmung 


a ies 


(4) x = [al] 
mit dem Fehler 
(5) wu = [ae]. 


Unter allen Bestimmungen, welche auf diesem Wege er- 
halten werden kénnen, verdient jene den Vorzug, fiir welche 
der mittlere Wert von u? am kleinsten ist. 

Um diesen mittleren Wert kh,’ zu erhalten, hat man die 
Wahrscheinlichkeit jeder méglichen Wertkombination der 
m Fehler ,&,.. &, mit dem aus dieser Kombination ent- 
springenden Werte von w? = [ae]? zu multiplizieren und die 
Summe aller so gebildeten Produkte zu nehmen. Es sei 
gi(e)de; die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler der 7% 
Beobachtung zwischen ¢; und ¢;-+- de; liege; die Funktion g; 
moge die einzige Bedingung erfiillen, dass g;(— «) = 9;(e). 
Dann ist 


(6) he’ f ap +f Teel 6)pa()--- Palen)de, de de 


—— 60 —— 00) 


Da aber 
[oe]? == [a e"] + [oases], $7) 
so zerfallt das obige Integral in eine Summe von » Gliedern, 


deren erstes 
19* 
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Oo ive) an 


af tose | pile)de.-- f Pn (En) En 


ist und den Wert a@,7k," hat, weil f pede = 1 ist, und 


in eine Summe von n(n — 1) Gliedern, deren erstes 


ats f EQ, (&) de, | ple)des f ay | Pn (En) En 


— co —o bees C2) 


ist und verschwindet wie alle tibrigen, weil g;(e;) eine gerade 
Funktion ist. 

Mithin ist 
(7) hehe tie «|: 


Um daher die mit dem kleinsten mittleren Fehler behaftete 
Bestimmung von # zu erhalten, ist das System der Faktoren «; 
derart zu bestimmen, dass 

(8) [o?k”|] ein Minimum 

werde. 

Hiermit sind wir bei derselben Bedingung angelangt, 
welche sich in Art. 114 aus dem Laplace’schen Prinzip 
ergab; folglich gelten auch die weiteren dort gefundenen 
Resultate. 

Das Ergebnis dieser Untersuchung kann in dem Satze zu- 
sammengefasst werden: Unter allen linearen Kombina- 
tionen der Fehlergleichungen gibt diejenige, welche 
die Methode der :kleinsten Quadrate vorschreibt, 
solche Bestimmungen fiir die unbekannten Elemente, 
bei welchen die kleinsten mittleren Fehler zu be- 
fiirchten sind oder denen die gréssten Gewichte zu- 
kommen, gleichgiltig, welchem Gesetze der Fehler 
der einzelnen Beobachtung folgt, wenn er nur von 
systematischen Teilen frei ist, und wie gross die 
Anzahl der Beobachtungen ist. 

126. Bei der jetzt befolgten Analyse bietet sich aber 
auch ein einfaches Mittel dar, die mittleren Fehler in der 
Bestimmung der Klemente, beziehungsweise ihre relativen 


a 


Gewichte zu berechnen. Um dies zu zeigen, nehmen wir 
die Gleichungen (17), (18), (22) des Artikels 114 wieder 
auf mit dem Unterschiede, dass wir die dort mit q,, q, qs, -- 
bezeichneten Multiplikatoren q,1’, dio, (3)... Mennen. 

Hiernach ergeben sich die Faktoren «;, welche der Be- 
dingung (8) des vorigen Artikels entsprechen, aus den Glei- 
chungen 


Fey 0 = My Oy a ie Oy, + 3 
(9) Tig” ty = yy My F. Gin Op F Gs &@ + 
Kis" ets = Gyr Ms Fax 03 + Gis Cs 


wenn die Gréssen 441’, Q49 5 dis’, ... aus den Gleichungen 
1=|% A ee Ha ede Paonia Heo e 
CO) an0rS— | du + ee die + [2 geo 


0 = [8 au’ + lerdaw + Le Wee 


bestimmt worden sind; und ‘aie Pe ef beh Werte der 
Hlemente sind aus den ae 


aa ab 

ba bb 
(yy [Fle +L a “i ‘ 

ca iG 
zu rechnen. 
Multipliziert man die Gleichungen (9) der Reihe nach 
Ngeecies Raa 
er ale a 
sich im Hinblick auf (4), Art. 125, 

l bl / el ; 

(12) ome A ett bea he + Ea Gis ile 3 
multipliziert man dieselben Gleichungen der Reihe nach mit 
@,, Gy, @,... und summiert sie, so erhilt man vermége der 
Gleichungen (3) und (7), Art. 125, 
(13) lets) Shen ng et 


ete =p 
ghee “tH 
et--—[r| 


mit - und bildet die Summe, so ergibt 
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Wird derselbe Vorgang mit Bezug auf das Element y 
mit einem Faktorensystem 6; wiederholt, so kommt man zu 
den Gleichungen 


ky By, = oy My + Gop 0, + Gog GE -*- 
(9*) Kg" By = Yo, Ag + daz 0s ++ Ges C - -** 
ks” Bs = Qo1 + doo bs + Go3 C3 + °°: 


in welchen die Gréssen qo1’, Joo » Qos» ... bestimmt sind durch 


0 = [oF | gor’ + [ee bs ages [2 alee 
(10*) oe ier a alee 3 Qe |e i Ges 
= LJ aa + Ler] ta + [i 


cc 
rag Yo3, + 
wahrend sich wie vorhin 


Ey Die [F-| Ger + Ea doo [a Geaae 
und 

(13%) [BP | = ky” = qo, 

ergibt. 

Unter Anwendung eines weiteren Faktorensystems y; 
zum Zwecke der Bestimmung von ¢ erhalt man die ent- 
sprechenden Gleichungen 

Tis" V1, = Gan Oy A Ise Oy + a3 Cy -F - 
hs, Tiss" Yq == sx MF Ise by -F Ogg C + +: 
Kis Ys = Qt’ @s A Oso’ 03 + das C3 “A > 


= i | Qs + ee sa + & | Gs a 
(10%) = [2] ass’ + [gr | doe + [BE | ase’ + 

l= ieee Qs1 + an Qs2 + + Le Qs3 bs 
ee) Pe: let Qs1 “he baa Qs “te fey re =f ne 
(13**) pan) Saeeual 
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Die Resultate (12), (12*), (12**) wiirden aber notwendig 
auch erhalten werden, wenn man das System (11) der Normal- 
gleichungen aufléste derart, dass die Unbekannten 2, y, 2,... 
als lineare Formen der absoluten Glieder erscheinen (die 
sogen. unbestimmte Auflésung der Normalgleichungen). 

Stellt man demnach die Lésung der Gleichungen 


(11) in der Form 
ie ee The we jes ia, ae pa N13. Getta 
L> BA Oat [ea Gee + ne Qos. alias 


b cl 


ge bE ayes Eh pad Be igeetis 


dar, so sind die die Quadrate der mittleren in diesen 
Bestimmungen zu befiirchtenden Fehler 
hig = Qi,» hy” = Goo’, ~The” = yg °° 

Es mag bemerkt werden, dass die q’ mit nicht-quadra- 
tischem Index paarweise gleich sind in dem Sinne, dass 
dik = Qri- Es folgt dies einmal aus ihrer algebraischen Be- 
deutung als Subdeterminanten einer symmetrischen Determi- 
nante. Man erkennt es auch leicht, wenn man beispielsweise 
die Gleichungen (10) der Reihe nach mit qz21, q22, qos, --. 
multipliziert und hierauf unter Riicksichtnahme auf (10*) 
addiert; es wird 

dai = Mig U.S. W. 

Aber auch aus der fehlertheoretischen Bedeutung der 
Gréssen q’ wird diese Beziehung sofort klar. Zunichst ist, 
wie schon gezeigt worden, gi; das Quadrat des mittleren 
Fehlers von 2; aus den Gleichungen (9*) folgt mit Riick- 
sicht auf die Beziehungen (3), Art. 125, dass 

qa = Giz = [@Bh"); 
dies aber ist der mittlere Wert von [we][Be], also der Mittel- 
wert des Produktes der in den Bestimmungen von # und y 
begangenen Fehler. In gleicher Weise bedeutet gis oder gz 
den Mittelwert des Produktes der Fehler in x und ¢ u.s. w. 
Aus diesen Bemerkungen geht hervor, dass 
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[aok’], [oBk’], [opk’], ... und gi, gis, Gis, . 
[Bak], [BBk’), [Byk”}, Li q21y q22, 423, Os 
[yak], Ly Bk], [yyk’), eure 31) 32, 33, Br, 


zwei iquivalente Grossensysteme sind. 


127. An Stelle der Quadrate der mittleren Fehler 
ey”, lee”, tg’, ... Ger einzelnen Beobachtungen kénnen aber 
auch ihre relativen Gewichte p,,p»., p;,..., bezogen auf eine 
Gewichtseinheit, deren mittlerer Fehler kh” zum Quadrat 
haben moge, eingefiihrt werden; wenn, man die auf diese 
selbe Gewichtseinheit bezogenen Gewichte der Elemente mit 
Pxy Py) Pz) +++ bezeichnet, so bestehen zwischen den genannten 
Gréssen die Gleichungen 
(14) DB” = Dyk” = pais’ = --- = K’ 


Pll 
y 


Das System der Normalgleichungen, (11), Art. 126, 
wandelt sich dann um in 


[paalx + [pably + [pac]z + --- = [pal] 
(11) [pba]a + [pbbly + [pbe]z + --- = [pbl] 


ae) Dyloy” = p: ke” == 


[pea]x + [pebly + [pec]e + --.=[pel] 
setzt man ferner 
dix 
yr Vik; 


so gehen die Gleichungen (10), (12), (13), Art. 126, tiber in 
1 = [paa]q, + (pablo, + [pac]is + + 

(10°) 0 = [pbalay + [pbb] qi. + [pbe]qs + --: 
O = [pea]ay + [peblas + lpeelys + --: 

(12')  @ = [pallgy + [pbllay + [pellas ++ 

(13°) Ki" [=| = hy =k’ ay, 


und eine ihnliche Umgestaltung erfahren die Gleichungen 
(10*), 2 *) (13 *)s.(LOPS aaa), (18 8F i eae, 


es 
Aus (14) aber folet 4” — ; , mithin ist 


wv 


, 1 
14 = 
(14°) Git p 


ed 


Stellt man also die Lésung der Gleichungen (11’) 
unter die Form 


xe = [palla, + [pegs + [pellais + 
y = [pallan + [wblldos + [pelldes + - 
= [pal]qs, + [pbllds. + [pellds, + --: 


a 


so sind die reciproken Gewichte dieser Bestimmungen 


1 
D., 


an 
San ihe Bete ea py: Fae WEP se 


Py DP; 


und die Quadrate der mittleren zu befiirchtenden 
Fehler 


Ra Ge Pd? ea Wd? iy a TL 
hye = hd, hy Sh dog, is = K's, 


Vermoge dieser Bedeutung der Grossen 41, do, U3) ++ - 
nennt man die Gleichungssysteme (10’) und die analogen 
(nicht angeschriebenen) (10’*), (10’**) die Gewichts- 
gleichungen fiir die Unbekannten z, y, 2, ... beziehungs- 
weise. 

Es bedarf kaum der Hrwahnung, dass zwischen den 
Gréssen q ahnliche Beziehungen existieren wie sie zwischen 
den g sind nachgewiesen worden. Insbesondere sind nun 


(|, [=F], [7], Grey SUNG Diario Gers disp: 
E ce], (fl, ee eb aa Gory 22» Goa, °° * 
[2 =|, E at Cr ess diy W327 33. °° 


uate ene tree hatha Sind die Beobachtungen von 
gleicher Genauigkeit und gilt eine einzelne als Gewichts- 
einheit, so lautet die Nebeneinanderstellung einfacher 


~ 
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[va], [oBl, ley], --. und Qi, Wie, 3) - 
[Ba], [BB], [By], SNS, Yor» Gray Yo39 + 
[ye], [vB], [vv], --- Ys1» se, W337 + +> 


128. Fiir die Gleichung (6), Art. 125, welche dort in 


zureichender Weise begriindet worden ist und einen speziellen - 


Fall des allgemeinen Satzes darstellt, den Gauss im Art. 13 
der Theoria combinat. observ. aufgestellt hat, ist von 
Glaisher*) eine Begriindung gegeben worden, welche die 
Beziehungen zwischen der Laplace’schen Analyse einerseits 
und der Gauss’schen andererseits deutlich hervortreten lasst. 

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Wert von [we] zwischen 
den Grenzen uw und w- dw eingeschlossen sei, mit y(w)du 
bezeichnet, hat man 


wD 


(1) he! = f uty(udu. 


—O 


Nun ist aber 


w(u)du = fof fo Ce)eale)-~ ule) dade den, 


wenn die Integration iiber das Wertgebiet 
(2) u< [ae] <u + du 


ausgedehnt wird. Mit Hilfe des zu Artikel 33 abgeleiteten 
Diskontinuititsfaktors 


al cos ([ae] — u) Odo, 
0 


welchem die Higenschaft zukommt, der Einheit gleich zu 
sein oder zu verschwinden, jenachdem die Relation (2) er- 
fillt ist oder nicht, kann aber der Ausdruck fiir ~(w)dw auf 
die Form 


Wa (* aes 

W(u)dw= =a “al J s(d-9a(eeos([ee] Uw Odé--dé,dO 
—— 00 == () 

gebracht werden, Setzt man dies in die Gleichung (1) ein, 

so wird 


*) Mem. of the R. Astron, Soc., XXXIX, pag. 109 flg. 


* 
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Saye yy i ar 
kw aff Me) palen)deynden f° [rteos ([@e]—u)OdOdu. 
—o —oo 0 —n 


Nach Fourier’s Theorem ist aber 


ors oe 
=alLl w’ cos ([we] — u)OdOdu = [ae]’, 
0 —o 


folglich 


(3) b= | f | [ae]? p, (&,) Po (€) -** Mn (En) de, dé ++ dé, 


— — 00 


iibereinstimmend mit der in Rede stehenden Gleichung des 
Artikels 125. 
Allgemein ist der mittlere Wert von uw” = [we|™ 


(4) hi) = (are [oe], (21) Gs (Ee) ++ Gn (En) bey Megs den 


se) 00) — 


und in derselben Weise wird der Mittelwert irgend einer 
Funktion H der Fehler ¢ erhalten, wenn man in dem Integral 
der rechten Seite von (3) / an die Stelle von [we]? treten lasst. 

Bei Laplace muss, vermoége der Unstetigkeit der Funktion 
|[we]|, welche ihm als Moment des Fehlers w dient, w(w)du 
fiir sich bestimmt werden, ehe an die Berechnung von 


J uy (uw) du 
geschritten wird. ; 

129. Die Nebeneinanderstellung der beiden Beweise, 
welche Gauss fiir die Methode der kleinsten Quadrate ge- 
geben, muss auf den ersten Blick tiberraschen und die Frage 
nahe legen, wie es méglich sei, dass aus so wesentlich ver- 
schiedenen Voraussetzungen und Prinzipien dasselbe Resultat 
hervorgehen kann. Wahrend der erste Beweis auf ein ganz 
spezielles Fehlergesetz sich griindet, macht der zweite von 
der Natur dieses Gesetzes sich so weit frei, dass er nur die 
eine Voraussetzung bendtigt, das Gesetz sei durch eine ge- 
rade Funktion dargestellt. 


= S00) — 


Bertrand*) hat gezeigt, dass die Annahme iiber die 
Fehler, welche Gauss im Art. 18 der Theoria combin. 
observ. aufgestellt hat, ausreicht, um diesen scheinbaren 
Widerspruch autzukliren. Die Fehler werden an der be- 
rufenen Stelle als so klein vorausgesetzt, dass man ihre 
Quadrate und Produkte den ersten Potenzen gegeniiber ver- 
nachlissigen darf. 

Gleiche Genauigkeit der Beobachtungen vorausgesetzt 
und die Methode der kleinsten Quadrate vorweggenommen, 
soll dem Prinzipe des ersten BeWeises gemiiss das Produkt 


P (E1) P(E) -- » P (En) 
ein Maximum werden, wenn 
aa Ey Sacha tee a 
ein Minimum ist. Demzufolge muss jenes Produkt so lange 


konstant bleiben, als diese Summe denselben Wert behilt, 
oder es muss 


P () P(€)°** M(En) ae Hee ae &” a5 es ++ fe) 
sein, und diese Funktionalgleichung fiihrt zu 


(1) ple) = Gere 
als der einzigen Form von g, welche mit jenem Prinzip 
vereinbar ist. 

Im zweiten Beweise bleibt g(e) unbekannt. Vermige 
der tiber die Grésse der Fehler gemachten Annahme kann 
es durch eine Entwicklung 

by ” Iv 
9()=9O)+9' Ost eet PO op COO Ape 
ersetzt werden. Weil aber die Beobachtungsfehler als von 
regelmissigen Teilen befreit vorausgesetzt werden, so ist 
y(— e)=—g(e), daher »’(0) =0 und g”(0)=—0. Mit 
demselben Rechte ferner, mit welchem das Quadrat neben 
der ersten Potenz vernachlissigt wird, darf auch die vierte 
Potenz neben dem Quadrat unterdriickt werden. Dann aber 
reduziert sich die obige Entwicklung auf 


@) pl) = 90) + 20 2. 


*) Compt. rend., CVI, pag. 1115 fle. — Cale. des Probab., art. 204. 


<= SONEe = 
Unter denselben Annahmen kann aber auch 
Ce—¥? — CO — Chi? 


gesetzt werden, und beides fallt zusammen, wenn man CU 
and h so bestimmt, dass 

C= 90) OM ee 
wird*), 

Unter den getroffenen Annahmen ist also g(e), welches 
auch sonst seine Form sei, zuriickfiihrbar auf jene Exponential- 
funktion, welche dem ersten Beweise zu Grunde liegt. Nach 
dieser Darlegung kann, bemerkt Bertrand, das Ergebnis 
des zweiten Beweises ebenso wenig befremden wie die That- 
sache, dass die Gesetze der Kriimmung aller Kurven, welche 
durch einen Punkt emer krummen Fliche gezogen werden 
k6nnen, dieselben sind fiir alle Flichen. 

Der hohe Wert des zweiten Beweises liegt in dem 
neuen Prinzip, welches ihm zu Grunde liegt. So lange man 
bei dem ersten Beweise stehen bleibt, verlieren die Resultate 
der Methode der kleinsten Quadrate ihre Bedeutung, sobald 
man nicht annehmen kann, dass die Beobachtungsfehler jenes 
spezielle Fehlergesetz befolgen. Der zweite Beweis aber 
misst den Resultaten Higenschaften bei, welche unabhingig 
sind von der speziellen Form des Fehlergesetzes. 


§ 6. Ivory’s sogen. Beweise, 


130. Nicht ohne Interesse sind die Beweise, welche 
Ivory**) fiir die Methode der kleinsten Quadrate gegeben hat. 
Sie gehen alle auf dasselbe Ziel hinaus, niimlich das durch 
diese Methode vorgeschriebene Verfahren ohne wahrschein- 
lichkeitstheoretische Betrachtungen zu rechtfertigen, da Ivory 
der Gegenstand solchen Betrachtungen fremd zu sein schien. 
Mehr noch als die Beweise selbst verdient die treffende 


*) Der analytische Inhalt dieser Auseinandersetzung besteht darin, 
dass jede gerade Funktion, welche an der Stelle Null ein Maximum 
besitzt, in der Umgebung dieser Stelle durch die Funktion (1) ersetzat 
werden kénne. 

#*) Tilloch’s Philosoph. Magaz., vol. 65 (1825) und 68 (1826). 
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Kritik, welche ihnen durch Hllis*) und Glaisher**) zu Teil 
wurde, Beachtung um so mehr, als man solchen Schein- 
beweisen auch anderwirts mitunter begegnet. 


131. Der erste Beweis beruht auf einer vagen Analogie ~ 
der vorgelegten Aufgabe mit dem Hebelgesetz. Ivory be- 
merkt, dass in der Gleichung 


é—= —l+ a" 


der Hinfluss des Fehlers ¢; auf den Wert von « abnimmt, 
wenn a; wichst und umgekehrt,* und schliesst daraus, dass 
der Fall genau ahnlich sei dem eines Hebels, welcher eine 
gegebene Wirkung erzielen soll: die Linge des Hebelarmes 
muss umgekehrt proportional sein der angreifenden Kraft. 
Die Bedingung also, welche erfiillt sein muss, wenn die Be- 
obachtungen in der vorteilhaftesten Weise kombiniert werden 
sollen, fallt tiberein mit der Bedingung des Gleichgewichtes 
an einem Hebel, an welchem die Kriafte a,, a,,...a, an den 
Hebelarm ¢,, &,...& Wwirken; diese Bedingung lautet 


[ae] = 0 


und fiihrt zu dem durch die Methode der kleinsten Quadrate 
vorgezeichneten Resultat***), 

Der Beweis stiitzt sich auf die ganz willkiirliche An- 
nahme, dass, weil der Kinfluss des Fehlers — was zugegeben 
werden kann — mit dem Wachsen von a abnimmt, er dieser 
Grésse umgekehrt proportional sei. Die Lésung der wesent- 
lichen Frage, die Form der Funktion von a festzustellen, 
welche den Hinfluss des Fehlers ausdriickt, wird hier durch 
einen auf vager Analogie beruhenden Schluss umgangen. 


132. Auch der zweite Beweis baut sich auf einer 
Analogie auf, gegen die ein gewichtiger Kinwand erhoben 
werden muss. Die relative Genauigkeit kann nach dem 
mittleren Fehlerquadrate beurteilt werden, und diejenige unter 


*) Cambridge Philosoph. Transact., VIII; diese Quelle ist bei 
Wiedergabe der Beweise beniitzt worden. 
*F) Mem. of the R. Astron, Soc., XXXIX. 
+) Winen iihnlichen Beweis, unabhiingig von Ivory, gab 1851 
Hossard, Nouv. Annal. Mathém., X, pag. 456 sq. 
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mehreren Beobachtungsreihen wird als die beste zu gelten 
haben, bei welcher das mittlere Fehlerquadrat am kleinsten 
ist. Ebenso ziehen verschiedene Wertsysteme der unbekannten 
Elemente «, y, Z,... vermége der Fehlergleichungen verschie- 
dene Systeme von Fehlern nach sich, welche wie die Fehler 
eben so vieler Beobachtungsreihen angesehen werden kénnen: 
dasjenige Wertsystem der Hlemente 2, y, z,... ist also allen 
andern vorzuziehen, fiir welches die Summe der Quadrate 
der zuriickbleibenden Fehler am kleinsten ist. 

Gegen den ersten Teil dieser Aufstellung kann nichts 
Wesentliches vorgebracht werden; der Durchschnitt der 
Quadrate der wirklich begangenen oder wahren Fehler ist 
in der That geeignet, als Priizisionsmaass einer Beobachtungs- 
reihe zu dienen, wenn diese Wahl auch eine Willkiir in sich 
schliesst, da jede andere gerade Potenz der Fehler eben so 
verwendet werden kénnte; aber denselben Schluss auf die 
aus angenommenen Werten der Hlemente gerechneten 
oder scheinbaren Fehler zu iibertragen, lisst sich in keiner 
Weise rechtfertigen. 

133. In einem dritten Beweise geht Ivory von der Be- 
merkung aus, dass die Beobachtungen insofern unabhingig 
von einander seien, als der Fehler, welcher bei der einen 
begangen wird, keinen Einfluss hat auf den Fehler einer 
andern, und sucht dann zu zeigen, dass die Methode der 
kleinsten Quadrate das einzige Verfahren sei, welches dieser 
Unabhingigkeit der Fehler Rechnung trigt. 

In dem angedeuteten Sinne sind die Beobachtungsfehler 
in der That unabhiingig von einander, sie sind es aber nicht 
mit Riicksicht auf den Zusammenhang der Beobachtungen. 
Bei direkten Beobachtungen einer und derselben Grosse zieht 
doch die Kenntnis eines Fehlers die Kenntnis aller iibrigen 
nach sich, und bei » vermittelnden Beobachtungen mit m Un- 
bekannten sind mit m Fehlern auch alle iibrigen gegeben. 
Aber auch abgesehen von dieser Bemerkung ist der Beweis, 
den Ivory auf dem angedeuteten Gedanken aufbaut, hin- 
fallig. Er leitet aus n Fehlergleichungen von der Form 

é = — 1+ 4,4 
fiir « den Wert 


aikaes [aa| 


und hieraus wieder 


[al] [a e| 
oro ne Caden eater 


als den der 2°" Beobachtung anhaftenden Fehler ab. Diese 
Fehler seien aber nicht unabhingig von einander, weil sie 
siimtlich durch [ae] ausgedriickt sind, werden es vielmehr 
nur dann, wenn [ae] =O gesetzt wird, wodurch man die 
Methode der kleinsten Quadrate als das rechtmiissige Ver- 
fahren gekennzeichnet habe. Und da alsdann 


é&=—l+a tidal 


‘ [aa] 
ist, so erscheine jeder Fehler nur durch die ihm zugehorige 
Beobachtung bestimmt. 

Beide Behauptungen, dass namlich die Fehler nunmehr 
unabhiingig von einander seien und dass jeder nur durch 
seine zugeordnete Beobachtung bestimmt werde, sind un- 
richtig, da alle Fehlerausdriicke die aus allen Beobachtungen 
zusammengesetzte Grésse [al] enthalten. 

Am deutlichsten ergibt sich die Hinfalligkeit dieses Be- 
weises aus folgender Bemerkung Ellis’. Hatte Ivory behufs 
Ableitung des Wertes fiir x die Fehlergleichungen statt mit a; 
mit irgend einer Funktion f(a;) dieser Grésse multipliziert 
und addiert, so waren die Gleichungen 


_ f@ , f@e] 


~ [af@] ' [af@)] 

fa) [f(a)e 

= — let tara) + fare 
entstanden und auf diese kénnten Wort fiir Wort die niim- 
lichen Schliisse angewandt werden. Dadurch wire bewiesen, 
dass die zweckmissigste Methode der Kombination der Be- 
obachtungen in der Anwendung der Faktoren /(a;) besteht, 
und da f ganz willkiirlich ist, so wire damit eine Unendlich- 
keit einander widersprechender Resultate aufgestellt, deren 
jedes den gleichen Anspruch hiitte als das vorteilhafteste zu 


gelten. 


ae on 
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§ 7. Beurteilung der Genauigkeit der Beobachtungen und 
der aus ihnen abgeleiteten Werte der Elemente. 


134, In den Untersuchungen der nun folgenden drei 
Paragraphen stellen wir uns auf den Boden des zweiten 
Gauss’schen Beweises. 

Zur Beurteilung der Genauigkeit der Beobachtungen 
sowohl als der aus ihnen abgeleiteten Werte fiir die un- 
bekannten Elemente ist es notwendig, den mittleren Fehler 
emer Beobachtung zu kennen, falls man allen Beobachtungen 
gleiche Genauigkeit zuschreibt, oder den mittleren Fehler 
einer Beobachtung vom Gewichte Eins, falls die Beobach- 
tungen ungleich genau und ihre relativen Gewichte be- 
kannt sind. 

Die Erledigung dieser Frage béte keine Schwierigkeit, 
wenn die wahren Fehler s; bekannt waren. 

Bezeichnet » die Anzahl der Beobachtungen, ¢; den un- 
bestimmten Fehler der 2°" Beobachtung und g/(e) das fiir 
alle Beobachtungen gleich bleibende Fehlergesetz, so ist der 
Oe eee spe tite s* 

_” 
Integral (s. Gleichung (4), Art. 128 und die darauffolgende 
Bemerkung) 


"(Pathe bey 
(1) JJ-J 9 (e,) 9 (6) ++ p (En) dey dey-+-den, 


—nN—H —H 


mittlere Wert von 


dargestellt durch das 


dessen Wert sich, wie man leicht erkennt, auf 


(2) fevod =e 
GE SEC Ota et 
Nn 

kann, jenachdem der Zufall es fiigt, ebenso wie der be- 
obachtete Wert des einzelnen Fehlerquadrates grésser oder 
kleiner sein als dieser Mittelwert, aber der Unterschied 
beider wird nach den Grundlehren der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung mutmaasslich um so kleiner sein, je grésser die 
Anzahl der Fehler, weil man dann mit um so mehr Recht 


Czuber, Theorie der Beobachtungsfehler, 20 


reduziert. Der wirklich beobachtete Wert von 
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erwarten darf, dass die Fehlerquadrate, welche unter dem 
mittleren Wert hk” liegen, aufgewogen werden durch solche, 
welche ihn iiberschreiten. In Ermangelung einer weiteren 
Kenntnis der Sache setzt man den mittleren dem aus der 
Beobachtung hervorgegangenen Wert gleich und erhilt so 
zur Bestimmung des Quadrates des mittleren Fehlers einer 
Beobachtung die Gleichung 


: w __ [ee] 
(3) i ag 


Bezeichnet wieder die Anzahl der Beobachtungen, ¢; 
den unbestimmten Fehler der 7‘ Beobachtung, 9: (é) ‘ans 
Gesetz, welchem er unterworfen ist, p; das relative Ge- 
wicht dieser Heobaennes so ist der mittlere Wert von 


pP,F 1 al a” oe “TE Pné ne 


- ausgedriickt durch das Integral 


) i f- wh posh ee a ena 


PO) Pee OD) 


J. Pn (Ea 8; AE, oe En 5 


welches sich aber auflést in die Summe einfacher Integrale 
1 
(5) ‘Ip, f eeoiledde, 


wo fea) 


+e f a2gs(e)de +o + a f 602 gu(G) dent 


—o 


Dyk” +p, ke,” aD So Pr ki, 


n 


deren Wert gleichkommt ; bezeichnet 


aber k” das Quadrat des mittleren Fehlers einer Beobach- 
tung vom Gewichte Hins, so ist p,k,"= phy” =-++= palin =k’, 
jener Mittelwert ist also gleichbedeutend mit i”. Setzt man 
wie oben diesen Mittelwert dem aus der Beobachtung wirklich 
hervorgegangenen Werte der betrachteten Funktion gleich, 
so bekommt man zur Bestimmung des Quadrats des mittleren 
Fehlers der Gewichtseinheit die Gleichung — 


(6) ——— [pee]. 


n 


Rae Bie 


= Stas 


135. Wenn aber, wie es in der Praxis immer der Fall 
sein wird, nicht die Beobachtungsfehler ¢;, sondern diejenigen 
Korrektionen (scheinbaren Fehler) 4; bekannt sind, welche 
an den Beobachtungen angebracht werden miissen, um die 
Fehlergleichungen yereinbar zu machen mit denjenigen Werten 
der Elemente, welche die Methode der kleinsten Quadrate 
geliefert hat, dann ist die Aufgabe einer solchen direkten 
Lésung nicht fahig. 

Die Lésung, welche Gauss*) fiir diesen Fall gegeben, 
griindet sich auf das merkwiirdige algebraische Theorem, 
dass sich die Summe der Quadrate der scheinbaren Fehler, 
d. i. [AA] im Falle gleich genauer Beobachtungen, oder die 
Summe [p4d] im Falle von Beobachtungen ungleichen Ge- 
wichtes als quadratische Form der Beobachtungsfehler ¢; mit 
vollkommen bestimmten Koeffizienten darstellen lasse. 

Durch Anwendung des Prinzips, den mittleren Wert 
dieser quadratischen Form ihrem wahren und _ bekannten 
Werte [AA], beziehungsweise [pAd], den er, jenachdem der 
Zufall es fiigt, ebensowohl tiber- als unterschreiten kann, 
gleich zu setzen, ergibt sich eine Bestimmung fiir den 
mitileren Fehler einer Beobachtung, beziehungsweise der 
Gewichtseinheit. 

Den Beweis des erwaihnten Theorems fiihren wir fiir 
den allgemeineren Fall ungleicher Gewichte und nach einem 
Verfahren durch, welches zugleich eine von der friiheren ab- 
weichende Darstellung des ganzen Problems in sich schliesst. 


136. Jedes System von Anderungen ¢:, welche man an 
den Beobachtungen J; anbringen kann, um die zwischen 
den letzteren und den m (<n) unbekannten Hlementen 
L,Y, 2,... bestehenden Gleichungen 
(1) 0=—(l;+e;)+a;a+b:y+c2+---, Gewicht p;, (i=1,2,---n) 
vereinbar zu machen, geniigt » —m=—vy linearen Glei-. 
chungen, deren Koeffizienten véllig bestimmt sind durch die 
Koeffizienten a;,b;,¢;,... und die Beobachtungsresultate /;. 
Man erhilt diese Gleichungen durch Elimination der m Gréssen 
,Y, 2... zwischen den » Gleichungen (1); sie seien 


*) Theoria combinat. obsery., pars poster., art. 38. 
20* 
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Aye dye ee, a: 
(2) Bye, + Byes +-- SRE 


Ave haan ont liae eas are 


Aus dem Bau der Gleichungen (1), insbesondere aus der 
Art und Weise, wie /; und e; mit einander verbunden sind, 
geht hervor, dass die Gréssen — w,, — w,, ... aus den 
Grossen 1,,1,,... ebenso zusammengesetzt sind wie w,, We, ... 
aus den Groéssen €,, €&,..., SO dass 


— W, = Al, + Agl, +--+ 4 Anl 

u.s. w.; sie driicken die Widerspriiche aus, welche zwischen 
den Beobachtungsergebnissen infolge der ihnen anhaftenden 
Fehler bestehen und sind demnach, gute Beobachtungen 
vorausgesetzt, kleine Gréssen; sie verschwinden vollig, wenn 
die Beobachtungen fehlerfrei oder trotz der ihnen anhaftenden 
Fehler durch Zufalls Fiigung widerspruchsfrei waren. 

Dem Gleichungssystem (2) geniigen notwendig auch die 
Substitutionen 


(3) e; = & 
und 
(4) = = hj. 


Unter den unendlich vielen méglichen Systemen e; ist 
das besondere System A; dadurch ausgezeichnet, dass es die 
Summe [pee] in Bezug auf die Grossen wz, y, 2,... zu einem 
Minimum macht; dies aber bedeutet so viel, als dass fiir 
dieses System die Summe [pee] unter Erfiillung der v Be- 
dingungsgleichungen (2) zu einem Minimum wird. Das 
System 4; ist demnach mit demjenigen System e; identisch, 
welches die Funktion 


[pee] —2k, ([Ae]—w,) — 2k, ([Be]—w,) — ---—2h,([ Ne] — wy) 


zu einem absoluten Minimum macht. 
Daraus folet 


4, = Ak, + Bik, +--+ + Nk, 
(5) Pod, = Anh, + Byhy + +++ + Noky 


Dndn = A,k, + Bike, = orn ++ Nrky, 
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wobei die v Multiplikatoren h,,/,,...%, mit Rticksicht auf 
die Gleichungen (2), (4) aus dem Gleichungssystem 


ala + (Slat + Ete = 


P DP 


(6) [==] k, + [== i a [=| hy =U 


NA NB NN) 
eal mee [=| Tere aia 1 ae 
zu bestimmen sind. 
Multipliziert man die Gleichungen (5) der Reihe nach 
mit 4,,4,,...4, und bildet die Summe, unter Beachtung der 


Gleichungen,.welche aus (2) durch die Substitutionen (4) 
hervorgehen, so erhilt man 


CO. [pada] =k,w, + how, + +++ yw). 

Vermoge der Gleichungen (6) sind k,, k,,... k, als lineare 
Formen der w,, W.,.,. Wy darstellbar; die rechte Seite von (7) 
ist somit eine quadratische Form der w;. Da _ ferner 
W,, Wz,...W, aus den Gleichungen (2) durch die Substitu- 
tion (3) als lineare Formen der ¢; hervorgehen, so ist 
schliesslich die rechte Seite von (7) eine quadratische Form 
der «; mit bekannten Koeffizienten, womit das erwahnte 
Theorem von Gauss erwiesen ist. 

Aus (7) ergibt sich eine andere Darstellung fiir [paa], 
wenn man an die Stelle von w,, w,,...w, die Werte aus 
(2), (3) einsetzt; es wird namlich 

[pia] = (A, hk, + Bik, +--+ + Nh )e, 
+ (Az ky + Bk, + +++ + Nohy) 8 
+ (Ank, + Bulg + +++ ++ Naky)én, 
d. i. im Hinblick auf die Gleichungen (5) 


(7*) [pra] = py & + Dodg ty +--+ Dndnén- 

Wie schon erwihnt, enthalt der obige Vorgang eine 
neue Liésung des Problems. Hat man namlich durch Hlimi- 
nation der Elemente «, y, z,... aus dem System (1) das 
System (2) der Bedingungsgleichungen abgeleitet und 
mit Hilfe der Koeffizienten dieses letzteren das System (6) 
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der Normalgleichungen gebildet, hierauf die Grdssen 


ky, kg, ... ky — die Korrelaten — bestimmt, so ist alles 
gegeben, um aus den Gleichungen (5) — den Korrelaten- 
gleichungen — diejenigen Werte der 4,,A,,...4n zu be- 


rechnen, welche in (1) an die Stelle von ¢,, &,...é, gebracht 
diese Gleichungen widerspruchsfrei machen, so dass m be- 
liebige unter ihnen geeignet sind, die Werte der Hlemente 
L,Y, 2,... Zu bestimmen; und diese Werte sind die namlichen, 
welche die Methode der kleinsten Quadrate liefert. 

Indessen gibt es eine Form‘des Problems, bei welcher 
die Gleichungen (2) unmittelbar gegeben sind als eine Folge- 
rung der theoretischen Bedingungen, welchen die beobachteten 
Gréssen geniigen miissen. Alsdann ist mit der Berechnung 
der A,,4,,... 4, die Aufgabe insofern abgeschlossen, als da- 
durch soleche Anderungen an den Beobachtungen bestimmt 
sind, welche sie mit den theoretischen Bedingungen in Hin- 
klang bringen und den mittleren Fehler einer jeden Be- 
obachtung moglichst klein machen. Man spricht in einem 
solchen Falle von der Ausgleichung bedingter Beobach- 
tungen. 

137. Die zweite zu lésende Aufgabe ist die Bestimmung 
des Mittelwertes der quadratischen Form der ¢;, welche die 
rechte Seite der Gleichung (7) oder (7*) bildet. Bezeichnet 


man diese Form allgemein mit > ai; &:&, SO ist ihr mittlerer 


Wert 


ane > 
sae oa f Sass; Dy (85) 5 (e5) 5s Mul en) ep 0 bee Cen 
e 
ones 55) Semmes GRO: —DA 
ay & 2 


= { of Sane’. Op; (Gy) De (Ea)ites 2 Pal Se) Meee a. een 


‘7 
— Sais; ) 


weil die auf Glieder von der Form aj;eg; (¢ i) beziiglichen 
Anteile des Integrals vermége der Natur der Funktionen g; 
Null ergeben. 

Aus (7*) aber entnimmt man, dass der Koeffizient a;; 


Od, 
von ¢é;” ausgedriickt ist durch p; tat und da pki’ =k”, so 
ist der obige Mittelwert auch 
uw Oa, 
©) AS = 
Aus (5) aber folet 


O4, Ap ok Ok, 
Di 95, ee Sai os ee + M5 


so dass eae 


a, A, ok B, dk N, ok, 
® Se-DF Mee sees 


wobei die Serene sich auf ¢ = 1, 2,---m erstrecken. 
Da nun k,, k,,...k, lineare Formen der w,, w,,...w, und 
diese wieder lineare Formen der ¢,, &,... & sind, so hat 
man weiter 


Ok, Ok, Ow, Ok, ee Ok, Owy 
dé, Ow, 08, 7% Ou, ars) ar Ow, 08, 
ee ae 


1 
“Ow, Bere, es ae are 


woraus sich fiir das erste Glied der rechten Seite von (9) 
die Darstellung ergibt 


(10) SP 9h — [4A] Oey [AB] 4 [AP] Bh 


Andererseits folet aus dem Gleichungssystem (6), wenn 
man seine Determinante mit 4 und die den Hlementen der 
ersten Kolonne adjungierten Subdeterminanten mit 4,, 4,,...4, 
bezeichnet, 


Ak, = W, 4, + Wy 4, +o: + Wy, 
wahrend 


4=[Fla+Fla+- +e ls 
die erste dieser Gleichungen gibt 


0 _ 
Ow, p) 


Ok, 
Ow 


4,=aA A, = A 


Vv 


und setzt man diese Werte in die zweite ein, so entsteht 


an ale a + APR + ER, 


Ow, 
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woraus in. Verbindung mit (10) 
A; Ok, 
a 
erhalten wird. 


Auf demselben Wege zeigt man, dass auch jedes weitere 
Glied der rechten Seite von (9) den Wert 1 hat, und da die 
Anzahl der Glieder v ist, so hat man schliesslich 

a1, 
0g, ee 

Hiernach ist zufolge (8) und wegen v = n — m 

(n — m)k” 
der Mittelwert der Form oS i; 61 &; *). 


Indem man diesen Mittelwert dem wahren, aus der Be- 
obachtung hervorgegangenen Werte [pAA] gleichsetzt, erhalt 
man fiir das Quadrat des mittleren Fehlers der Gewichts- 
einheit die Bestimmung 


(11) py ease 


MH 


Dies ist die von Gauss aufgestellte und allgemein an- 
genommene Formel, welche fiir den Fall gleich genauer Be- 
obachtungen in die einfachere 


(11) i xt RST 


t—— In 
fiir das Quadrat des mittleren Fehlers einer Beobachtung 
iibergeht. 


138. Einen gewichtigen HKinwand gegen diese Formeln 
hat Bertrand**) erhoben, indem er zeigte, dass man durch 
Anwendung desselben Prinzips, auf welchem ihre Ableitung 
beruht und welches darin besteht, dass der durch Beobach- 
tung gefundene Wert einer Funktion der Beobachtungsfehler 
dem mittleren Wert dieser Funktion gleich gesetzt wird, 
ganz verschiedene und daher einander widersprechende Be- 
stimmungen des mittleren Fehlers gewinnen kann. 


*) Der hier befolgte Gedankengang ist, in den wesentlichen Ziigen, 
von Guyou, Compt, rend., CVI, pag. 1282 flg., angegeben worden. 

**) Compt. rend., CVI, pag. 1195 fle. u. 1259 flg. — Cale. des 
Probab. art, 217—221. 
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Wenn man niimlich statt der Funktion 


hw, + hywy fos + hw, 
der Widerspriiche w; (s. Gleichung (7), Art. 136), welche 
Gauss zur Grundlage genommen hat, weil ihr Wert [pa], 
d. i. dem Minimum von [pee], gleich ist, eine andere quadra- 
tische Form dieser Gréssen wihlt und ihren mittleren dem 
beobachteten Wert gleich setzt, so kommt man zu einer 
neuen Gleichung, welche an sich ebenso plausibel ist wie die 
Gleichung (11) oder (11*) des vorigen Artikels, welche aber 
ee andere Bestimmung von i” liefert, der man durch Wahl 


der ieee Koeffizienten jener Form jeden beliebigen Wert 


verleihen kann. 
Um diesen Gedanken zur Klarheit zu bringen, sei 


(1) > gens (aij = Gi) 
die angenommene Form; driickt man mit Hilfe der Glei- 


chungen (2), (3), Art. 136, die w; durch die ¢ aus und be- 
stimmt den mittleren Wert durch Ausfihrung von 


ff fd aeetiee seal) Palen) de, dey den, 


so ergibt sich fiir denselben, wenn man 
AA] AB) AN 
[| + a[Z_] +--+ + a [Z| 


. [BA BB : BN 
renee eee 


PAG ey. NB NN 
1 yt Seed Ga [P| to tae | 


setzt, die Bestimmung 


he Ge 


Die Vergleichung dieses Wertes mit dem beobachteten (1) 
fiihrt zu der Bestimmung 


(3) j eae bp tad 


welche indessen, wie bemerkt, jeden beliebigen Wert vorstellen 
kann, da man iiber die Koeffizienten a,; frei verftigen darf. 
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Unter diesen Bestimmungen verdiente nun diejenige den 
Vorzug vor den andern, welche die kleinste Unsicherheit 
befiirchten lisst; und diese Unsicherheit wire, im Sinne der 
vorliegenden Theorie, nach dem mittleren Werte des Aus- 


drucks 
y i 2 
( eee 7G x”) 


zu beurteilen, welcher Mittelwert das Quadrat des mittleren 
Fehlers der esniuaiiae (3) angibt und von Gauss*) fiir 
seine Forme] (11*), Art. 137, ausgeftihrt worden ist. Wenn 
nun dieser Mittelwert am kleinsten ausfiele, sobald die 
Formel (3) mit der Gauss’schen Formel Posdintentaltt, so 
wiire die letztere trotz der gegen ihre Ableitung geiusserten 
Bedenken die beste, welche man wahlen kann, Dies aber 
ist, wie das folgende Beispiel zeigen wird, im Allgemeinen 
nieht der Fall. 


139. Von einem Punkte O seien die vier Punkte P, , P,, P;, P, 
beobachtet worden; man habe die fiinf Horizontalwinkel 
(P,P, (Ei B;);. (Le Pp AP L,) ond, CP,F,) mit glevcher:, Ge 
nauigkeit gemessen und dafiir die Werte J,, /,, 1,, l,, 1; er- 
halten. Bezeichnet man die drei ersten Winkel der Reihe 
nach mit xv, y,2, so hat man die Fehlergleichungen 


O=—(U+4¢)+2% 
O = — (6-4) mm 


O= — (i, + 4) - @ 
O=—=—(,+e¢)—2 +2 
O=— (+4) — Yat, 


welche durch Elimination von 2, y, 2 ergeben 
€, — 6 + & = Wy 
Cy — €s + 6 = Wy, 
el th le 
—l+l, — lz = wy. 


Zur Bestimmung der Korrelaten dienen die Gleichungen 


worin 


ty Theoria combinat. observat., pars poster., art. 39. 


sie hefern 


ae: 1 

My erg Oe ae 
1 3 

k= — zat eg Wa. 


3 i 
A= y= gy Mi og Me 

1 3 
A, = A, [a eee Wy, + es Wy 

“ 1 1 
A, mag: Clee eae on 


ferner ist 
[AA] = kw, + kw, = 


3W,? + 3w,? — 20, wv, 
8 


und somit nach Formel (11*), Art. 137, 


wn 3w,7 + 3w,? — 2wW, Wy 
(4) ee _ 


Geht man hingegen von der allgemeinen quadratischen 
Form 
yy Wy? FE yg Wy" 2 Ay, W, We 

aus, so ergibt sich auf Grund der Gleichungen (2) und (3) 
des yorigen Artikels 

Ay Wy" $ Ago We” + 2A, W, Wy : 
(6) i By, + Bay, + 2a, 
Das Quadrat des mittleren Fehlers dieses Ansatzes ist durch 
den Mittelwert von 

Ay, WF Agy Wy” + 2 yy Wy We n\? 
(6) (eee yas nl) 
ausgedriickt, Da der erste Teil den Mittelwert k” hat, so 
hat das doppelte Produkt beider Teile den Durchschnittswert 
— 2k’*; infolge dessen reduziert sich der ganze Mittelwert auf 


M (ay 1 Wy? Ago Wy” 2Ayy Wy We)? hk”? 
(34,1 + 3a, + 2445)” ’ 
Stellt man w, und w, durch die Beobachtungsfehler dar, 
so ergibt sich 


M(w,*) = M(w,3) = 18k"? + 3k1V 
M (ww, 7)= 8k"? + kV 
M(weuw,) = M(w,w?)= 6h? kY, 
so dass der mittlere Wert des Ausdruckes (6) gleichkommt 


(9a, vb9 lan” +28 Myo? —2 yy o9-+12 1 Ao-F12 Ay Ao)k'? +30, VP Bdigg?+4049?--24, 1 Goat 441 Ayo-40 a0 Ga\boe 


(3 Gy, +8 gg + 2 12)” 

Nimmt man an, dass die Fehler dem Gauss’schen Ge- 
setz folgen, so ist k1V = 3h’? (s. Art. 52); hiermit verein- 
facht sich der Ausdruck zu 2 
(7) 18 ay ,* + 18 dy. * + 40 yo” + 4041 Moo + 2404 Gye 24 Ay9 My hk”? 

(3.41 + 3 dag + 2a42)* 
Um nun verschiedene Annahmen tiber die Form 
2 
Ay, Wy" Ay: We” 2A. WO, We 
auf ihre Resultate zu priifen, treffen wir die weitere verein- 
fachende Annahme w, = w, = w und erhalten: 
Quadrat des mittl. Fehlers 


dieser Bestimmung nach 
Gleich. (7). 


Wert von hk” 
nach Gleich. (5) ; 


fiir 1) a,,.—=a,.=0, a4,=—= 1 : 
UN ageed Aaaoee =u = ut = 0,222 wt 
» 2) Gy=Ay=9, Gy= 1 
1 aa 1057 A Sears 
ee Cap a) ae 3 = 0,123 w 
A) gaat geet 1 Ww? wt = 0,062 wt 
) yy = Aggy = 5 iy = me 16 = UV04 W 
1 1% 26 
i= Lae pads. ae 2 Py eee J nist: 
» 9) Oy =Ay_=1, G2—=—sZ, 5 wv gap = 0,041 w*. 


Hieraus geht nun zunichst, die allgemeinen Hrérterungen 
bestatigend, hervor, dass verschiedene Formen zu verschie- 
denen Bestimmungen von k” fithren; dass ferner diese Be- 
stimmungen nicht den pieezen Grad von Zuverlissigkeit 
besitzen; dass eridlich die Gauss’sche Formel (4), welche 
der natn 4) entspricht, im vorliegenden Falle nicht die 
beste ist, da sie von der Annahme 5) iibertroffen wird. Um 
die beste Form zu erhalten, hitte man jene Werte von 
(44) As, A, aufzusuchen, welche den a oee (7) zu einem 
Minimum machen. 

Fiir die Gauss’sche Formel spricht indessen trotz dieses 
Einwurfs ausser ibrer Kinfachheit noch der Umstand, dass 


sie nach einem fiir alle Ville gleich bleibenden Vorgange 
die Genauigkeit der Beobachtungsreihe schiitzt. 


140. Die mittleren Fehler in der Bestimmung der un- 
bekannten Klemente setzen sich zusammen aus dem mittleren 
Fehler einer Beobachtung (eventuell der Gewichtseinheit) und 
aus den Gewichten der Elemente. Die letzteren hiingen von 
den Beobachtungsresultaten, also auch von den zwischen 
diesen bestehenden Widerspriichen nicht ab, sind vielmehr 
durch die Koeffizienten der Fehlergleichungen allein bestimmt. 
Wenn dagegen der mittlere Fehler einer Beobachtung aus 
den Widerspriichen abgeleitet wird, so entspricht dies der 
Voraussetzung, dass diese Widerspriiche das einzige Mittel 
zur Beurteilung der Genauigkeit der Beobachtungen_ bilden, 
dass also a priori die Genauigkeit véllig unbekannt sei. 
Man kann sich aber auch auf den entgegengesetzten Stand- 
punkt stellen und den mittleren Fehler einer Beobachtung 
als eine Grésse ansehen, welche von vornherein gegeben ist 
und an der die Beobachtungsergebnisse nichts mehr zu andern 
vermégen. Hs entsteht dann die bei direkten Beobachtungen 
bereits aufgeworfene und erledigte Frage, ob nach Anstellung 
der Beobachtungen die auftauchenden Widerspriiche einen 
Hinfluss ausiiben kénnen auf das Vertrauen, welches man in 
die Resultate zu setzen hat. 

Fiir einen einfachen Fall ist diese Untersuchung von 
Bertrand*) durchgeftihrt worden unter der Annahme, dass 
die Fehler dem Gauss’schen Gesetze folgen. Wir geben sie 
in verainderter Form wieder. 

Die drei Winkel eines ebenen Dreiecks sind unabhingig 
von einander und mit gleicher Genauigkeit gemessen worden; 
die Messungen ergaben fiir sie die Werte /,, /,, /,. Werden 
die Fehler mit ¢,, ,, € bezeichnet, so besteht die Gleichung 


(1) & +& +& =, 

wo w= — (lj, + J, + J,) + 180° den Widerspruch zwischen 
der beobachteten und der theoretischen Winkelsumme be- 
zeichnet. Die Beurteilung der Genauigkeit der Beobachtungen 
geschieht nach dem Mittelwerte von 


*) Compt. rend., CVI, pag. 967 fig. 


(2) é° + 8,” + 8" = 9’. 


Um diesen Mittelwert bestimmen zu kénnen, handelt es sich: 
um die Wahrscheinlichkeit, dass bei einem beobachteten, also 
gegebenen w die Grosse @* zwischen den Grenzen 9” und 
oe? + d(o’) enthalten sei. 

Nach Gleichung (3), Art. 61, ergibt sich, indem man 
u =o” setzt, die Wahrscheinlichkeit, dass 


| Oy Ss Sn taleseeca es 1a 
leich ‘ 
2 AL™ vats 
Vx € g Q do, 


welcher Wert aufgefasst werden kann als das Produkt aus 
h_ ¢—”@ mit dem Volumen 4a o’do einer Kugelschale, die 
4 4 

begrenzt wird von der Kugel (2) — 6&, &, & als recht- 


winklige Koordinaten eines Punktes im Raume angesehen — 


und einer mit ihr konzentrischen Kugel vom Radius @ + do. 
Dementsprechend wiirde sich die Wabhrscheinlichkeit, dass 
gleichzeitig 


OSa8, hace cig és’ <9" + d(Q”) und w<e,tete<w+dw 


3 
ist, darstellen als Produkt aus. _ ¢-¥¢ und dem Volumen 
wy Ww 


jenes Anteils der Kugelschale, welcher zwischen der. Kbene (1) 
und der dazu parallelen Ebene ¢, + ¢ + «, = w+ dw, im 
d . Ad ) 
Abstande ““ von der ersten, enthalten ist, d. i. ppeuee. 
V3 V3 
wire also gleich 
2h> 2 
—— ee "Fododw 
V30 Q Q ? 
wenn bei gegebenem w die Grosse og aller Werte 
fihig ware. Da aber g@ nur solehe Werte annehmen kann, 


welche "ei nimlich den senkrechten Abstand der Ebene (1) 
vom Mittelpunkt der Kugel (2) iiberschreiten, so ist die 


Wabhrscheinlichkeit, dass bei gegebenem w die Summe der 
Fehlerquadrate zwischen @” und g” + d(o”) liege, 


— $819 — 
HR esa piyeny 
ss é a: ededw Ww 
(3) = — = 2fite° ode. 


ao 


2h* et oF 
Hap dient < od 
3x ay 
oO 


w 


V3 


Hiernach ist der mittlere Wert von ¢,*? + 6,” + «,” gleich 


1? w? ) 

io — hh? 0? A w? 1 

(4) 2he fereedenS te 
w 


V3 
Die Anwendung der in Artikel 136 entwickelten Theorie 
auf den vorliegenden Fall lehrt aber, dass man, um den 
Widerspruch zu beseitigen, jedes der drei Messungsergebnisse 


Ww . . . 
um -. zu vermehren habe; dann sind die den ausgeglichenen 


Messungen noch anhaftenden Fehler 


Ww Ww WwW 


cle ia. Sears Sos? oa wate 


ihre Quadratsumme vermége der Gleichungen (1) und (2) 


2 


2 ee 


LE a) 


und der Mittelwert dieser Quadratsumme, wenn man den 
soeben fiir @” gefundenen Mittelwert (4) einsetzt, 


is ° 
W? 
Dies ist aber auch derjenige Wert, welcher sich a priori, 
d. h. vor Ausfiihrung der Beobachtungen und unter Zugrunde- 
legung der bekannten Prizision ergibt. Die durch die Aus- 
gleichung gefundenen Winkelwerte sind nimlich 


+ ei TAU hoe: i) 
ls Ts = 80" — le l, — l;) 
ls + = (180° Salipee es ls) 


und die ihnen anhaftenden Fehler 


1 
ht 2 & Ey— 8) 
1 
polGetiiae 2) le) 


1 ¢ 
3 sa & + 265); 


die Summe der Quadrate dieser Fehler ist 


2 ' 5 E 
3 (2? é,” aE és") Fine, 


wo & ein Aggregat von Produkten je zweier Fehler ver- 
tritt. Der Mittelwert dieses Ausdrucks reduziert sich auf 


den Mittelwert des ersten Teils und ist in der That 


2 3 


1 
san Oder 
wie vorhin. 

Wenn also die Genauigkeit im vorhinein so sicher be- 
kannt ist, dass das Ergebnis einiger weiteren Beobachtungen 
zur Anderung ihres Wertes keine Veranlassung zu geben 
vermag, so ist der mittlere Fehler einer Winkelmessung un- 


abhiingig von der Grésse des Widerspruchs w. 


§ 8. Darstellung der Werte der Unbekannten, ihrer 
Gewichte und mittleren Fehler mittels der Determinanten. 


141. Die vollstiindige Lésung der Aufgabe, aus » linearen 
Gleichungen, welche die aus der Beobachtung hervorgegangenen 
Gréssen mit den m unbekannten Hlementen verbinden, erfordert 
die Bestimmung der letzteren, die Berechnung ihrer Gewichte 
und des mittleren Fehlers einer Beobachtung (eventuell der 
Gewichtseinheit), woraus sich dann die mittleren Fehler der 
Hlemente ergeben. Mit der Durchfiihrung dieser Rechnungen 
mittels des von Gauss eingefiihrten Algorithmus werden wir 
uns nicht beschiftigen; dagegen soll die explicite Darstellung 
der genannten Gréssen mit Hilfe der Determinanten vor- 
gefiihrt werden, weil sie zur Kroérterung mancher wichtigen 
Frage Anlass gibt. 

Hine der ersten hierher gehérigen Arbeiten riihrt von 
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van Geer*) her; Glaisher**) hat die Anwendung der 
Determinanten in diesem Zweige der Mathematik in wesent- 
lichen Punkten weiter gefiihrt***), 


142. Aus dem System der » Fehlergleichungen 
(1) g=—lpaaetbytoet-.-+ft @=1,2,---n) 


ergeben sich zur Bestimmung der vorteilhaftesten Werte der 
m (<n) unbekannten Elemente die m Gleichungen 


[aa]x + [ably + --- + [af]é = [al] 

(2) [ba]a + [bbly + --- + [bf}é = [61] 

: [fa]x + [fbly +--+ [fflt= 0/0; 
dabei ist vorausgesetzt, dass die Gleichungen (1), beziehungs- 
weise die zugehérigen Beobachtungen von gleicher Genauig- 
keit oder, falls dies nicht zutreffen sollte, durch Multiplika- 
tion mit den Quadratwurzeln ihrer respektiven Gewichte auf 


gleiche Genauigkeit reduziert worden sind (s. Art. 104). 
Aus den Gleichungen 2) ergibt sich unmittelbar 


[at][ab]---faf) [aa)[a7)--- Caf] 
[o (50) --- [A [Da}[bz--+ [bf] 
_ eaten Pla ieee 
(3) @=—~rraajiaayfafl)? = Y= \faalfady--tary |’ 
[ba}[d0]--- [b7) [ba] (B8]--- [BAI 
[fal [78] --- LFF [fa] [70] --- (fF 


143. Zur Ermittlung des Gewichtes von x dient ein 
Gleichungssystem, welches dem System (2) analog ist mit 
dem Unterschiede, dass die rechten Seiten mit 1, 0,...0 be- 


*) Nieuwe archief voor wiskunde, Deel XII u. XVIII. In letzterer 
Abhandlung wird auf die Arbeiten Glaisher’s Bezug genommen. 

**) Monthly Notices of the R. Astron. Soc., XXXIV, pag. 311; 
XL, pag. 600; XLI, pag. 18 fig. 

***) Andeutungen tiber die Anwendung der Determinanten in der 
Methode der kleinsten Quadrate finden sich schon 1841 bei Jacobi: 
De formatione et proprietatibus Determinantium, Crelle J., 22, 
pag. 285 fig. 
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— 322 — 


setzt sind; die an die Stelle von 2 in diesem so verinderten 
Gleichungssystem tretende Unbekannte ist das reciproke Ge- 
wicht von x; ihnliches gilt beziiglich der Gewichte der 
tibrigen Hlemente. Hiernach ist 


waliabl: [af] [aa]{ad]---[of) | 
(bal [0] [PA] [bal[bd] «-- [b/] 
[fa} (78) «= - [FF] | Cra] [7] «+ CFF | 
() Pe bribe: Allie me laa ioele Lae 
[ob]lec}--- fof] * | fea) [ee] ---[eF 


mew. lens, a xe 


(f0] hicalensea ice) (fal [fe] 7A | 


Man penterke, dass die Nenner ce Ausdriicke die den 
Elementen der Diagonale adjungirten Subdeterminanten der 
Determinante des Gleichungssystems (2) sind, welche als 
gemeinsamer Nenner in (8) und als gemeinsamer Ziahler 
in (4) auftritt. 

144. Zur Bestimmung des mittleren Fehlers einer Be- 
obachtung ist die Summe [AA] erforderlich. Nun ist 


[Aa] =[(—1 + ae + by ++ + 0] 
= [Ul] + a((aale + [ably +--+ [af] — [al 
+ y([balx + [bly + +--+ [bf] — (bu) 


+ tC fale + [foly +>-- + [fft — (70) 
= latle: = [b0y =. TFit, 
also vermége (2) 
(5) (4a) = — [ala — [bly —--- — [fe + WD. 
Bezeichnet man der Kiirze wegen die Determinante 
[aa}[ab] --- [af] 
[ba] [6b] --- [bf] 
[fa] [76] --- (fF) | 
mit ft und triigt in (5) die Werte fiir v,y,... aus (3) ein, 
so wird 
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[ab] [ac] --- laf ]{al] 
[bb] [bc] --- [bf] [02] 


[Pol [fel «-- LAFIEFA 
[aa]{ae) (af Ilad | 
— py| Gaba PAGO 


[fal fe] --- LAF 
eames 
[ba] [58] --- [Bf] 


[fa] [FO] --- CFF] 

wenn man nimlich die Kolonne [al], [b/],... [fl] in allen 
Determinanten durch Kolonnenvertauschung an letzte Stelle 
bringt. Der eingeklammerte Ausdruck ist aber die Determi- 
nante (m+ 1)*" Grades 


[0a] [06] --- [0] [00] 
[aa] [ab]--- [af ][al] 
[ba] [bb] --- [bf] [64] |; 


[fa] [fo]---(FPILFA 
macht man hier die erste Zeile zur letzten, so kommt 
[aa][ab]--- [af] [al] 
[ba] [6] --- [bf } [67] 
[fa] [fb] --- (FFIUFO 
[Va] [0b] --- (fF) 2) 
Die neue Determinante rechter Hand, welche aus R 
hervorgeht durch Hinzufiigung des Randes 
[al] 
[67] 


R{aa] = (— 1)" [ad] 


fot (= "0 


[fu 
[la] [7b] --- (FIT 


moge in der Folge mit L bezeichnet werden. 
21* 


— ae 


Man kann die Subdeterminante von f, welche dem 
Element [77] adjungiert ist, zweckmiassig mit A,;; bezeichnen, 
wobei ebenso wie [17] —=[j?] auch A;; = A;; ist. Dann 
lassen sich auf Grund der Bemerkung, welche zu den Glei- 
chungen (4) gemacht worden ist, die Quadrate der mittleren 
Fehler der Elemente wie folgt darstellen: 


” A,gh ” A,,L 
OQ k= Gomme b= Gramm 


Der Zihler eines jeden dieser Ausdriicke ist das Produkt 
aus einer Determinante des (m — 1)*™” mit einer solchen des 
(m+ 1)" Grades, der Nenner enthilt das Quadrat einer 
Determinante m*" Grades. 


145. Man kann die Gewichte der Elemente noch auf 
einem andern Wege erhalten, indem man die Elemente selbst 
als lineare Formen der Beobachtungen, also in der Gestalt 

a—=[al], y=([6l], 
darstellt. Man gewinnt dadurch auch die Multiplikatoren, 
welche die Methode der kleinsten Quadrate vorschreibt. 

Die Determinante, welche den Zahler von # in (3) 
bildet, kann nach den Elementen der ersten Kolonne auf- 
gelést werden wie folgt: 


a,{ad]--- [af] a,[ad]--- [af] 
1, | a) BA) 4 a, | BoL001-~- 71 
ff) Uff) falfe) Uff 


| aeLad) LaF) 
|b, [00] --- (27) ; 


fr fbl-+ CFI 


entwickelt man die einzelnen Determinanten nach den Ele- 
metten der ersten Kolonne, so wird, mit bereits erliuterten 
Bezeichnungen, 


ve == | (4 Ave + b, Aya +-:- ie fuera) 
+ hi(aae of tadon 1» + hve) 


a aad a oF hook um ae rant 


feth 
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Hiernach ist 


(8) Anan Ro; = a;Aaa + 0; Ava + -*: + fiAya 


RB; = a;Agp -|- b; As -- OK + fiAys u. S. W. 
Daraus aber ergibt sich 


R[ao] = Aga([aa] Aaa + [ab] Aa +++ + [af] Aas) 
a Ava((bal Ads ah [bb] Aas ae ia (flay) 


+ a (fa) ie + {fl aie pies ie ff Aas) 


und nach dem Satze iiber die Komposition der Reihen einer 
Determinante mit den Subdeterminanten zu den Elementen 
paralleler Reihen sowie mit Beachtung von Art. 127 

A 


1 
Can) SS — = 
[wor] aie 


wie oben. 

146. Die Determinanten R und ZL sind in Summen von 
Quadraten auflésbar. Dasselbe gilt von den Unterdetermi- 
nanten Aza, Az,,... von f, weil sie denselben Bau aufweisen 
wie R und L. Daraus folgt, was hier gleich bemerkt 
werden mag, dass die Ausdriicke fiir p,, p,,... sowie fiir 
ky, ky", ... notwendig positiv sind. 

Schreibt man, um die obige Behauptung zu erweisen, 
die Elemente in # aus, so wird 


a?7+ a? +---+ a,’, QD, 4 dg by ++ PoC ay gat 
-+ Of; A fe + +++ + Onfn 


ee inal bere Gn, 0 ye + 6,7 + ase on 
oe aes rt ete: 2 
ecapie + f?? +f? 


durch Kombination einzelner Gliederkolonnen kann FR in 
n™ Determinanten m" Grades mit einfachen Hlementen 
aufgelést werden; von diesen aber verschwinden alle die- 
jenigen, zu deren Bildung zwei oder mehrere korrespondierende 
Gliederkolonnen verwendet worden sind. Es bleiben daher 
blos »(n—1)---(~—m-+1) Determinanten tibrig, welche 


— 326 — 


sich aus den moéglichen Zusammenstellungen ungleich situierter 
Gliederkolonnen aufbauen lassen, entsprechend der Anzahl der 
Variationen ohne Wiederholung von  Hlementen in der 
m= Klasse. Von diesen Determinanten sind m! enthalten 
in der Determinante 


Oy ag? oe Om, 4,0, + Ag by + + Amd, « 
we Gh, TH Aafy Poo Gn fm 
Bia, byay -+* Omang By? + By? E+ bn*, 
Oy fy Og fe +> On tin z 
fia, + fede 7 find, 0; + fog + finda, - 
Off Alice ees 


welche nach dem fries ohare Ne gleichkommt 
ae 2 
--fs = (a, b,---fm)*3 


o Arm Dm « ae 
n(n—1)-+-(m—m-+1) 
Les 


Die «MY 


da aber aus den n Zeigern 1, 2,... sich 


Kombinationen zu je m bilden lassen, so sind alle 
n(m—1)...(n—m-+1) oben erwihnten Determinanten in 


>) (Gy by... fin} 


enthalten, wenn man die Summierung iiber die a) mog- 


lichen Zeigerkombinationen ausdehnt, und es ist daher that- 
sichlich 


(9) R= >) (abe --fn) 


eine Quadratsumme. 
Ebenso ergibt sich fiir L, welches mit R tibereinstimmen- 
den Bau zeigt, die Darstellung 


(10) Lm Dd: (G1 bankai lings)! 
und die Summe besteht hier aus (m 4-1) Gliedern. 


Jede der Determinanten, welche die Zihler von a, y,... 
in (3) bilden, kann in eine Summe von Produkten aus 
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Determinanten mit einfachen Elementen aufgelést werden. 
So ist der Zihler von 2, vollstiindig ausgeschrieben, 


a,l, = Ay ly te + ail, a,b, -|- A, be +- ree tb Andy, ++ 
Oh + Og fe + -++ + Onfn 
2, Se b, ++ b,? + .--+ b,?, 
“Wf Bah tot befor | 


fil sve aa + fil fb aT Abs SRSA E gee 
f8 HAE be the 
mittels der nimlichen Betrachtung kann gezeigt werden, dass 


. n . . . 
er in (7) Determinanten zerlegbar ist, deren eine 


yb, + Agl, +++ dmlm, a,b, + agbg + >>> ambm, -*: 
+ arty a As fs e+ Onin 
byl, aR een Bra bm b,? ae b,” Stn 3 
Sao bf; =f Ds fo 4: 2g eas ol) 
fl, t- fo le + +--+ fmm; fr =i fy b, eee + fab Ue ee 
za ie = fy’ ia: oatel oe 
lautet und nach dem Multiplikationstheorem durch das Produkt 
(a,b, ee HP EE) 
zu ersetzen ist. Hiernach ist jener Zahler 
[al|{ab] ... [af] 
PA [P]-- 1FT | — 3S) (a,b, fn) (ibe--- fn); 


| CLO)... LFF 
die Summierung auf alle Kombinationen der Zeiger 1, 2,...m 
zur m*" Klasse ausgedehnt. 
147. Auf Grund dieser Ergebnisse kénnen nun die Werte 
der Elemente auf die Form 
DG, 05 «+ Fn) (hs Oa «s+ Fin) (ay Og «++ fy) (4 be Bn) 
Le Tommasia omgren YT rae py 885 


(11) 


gebracht werden. 
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Denkt man sich aber aus den  Fehlergleichungen (1), 
Art. 142, nachdem man ihre linken Seiten durchweg gleich 
Null gesetzt, die (7) = 6 moglichen Gruppen von je m Glei- 
chungen gebildet und lést jede dieser Gruppen nach den 
Elementen auf, so gibt die erste Gruppe die Werte 


(baeee,) as Cis) By 
Gibran tl JIE Ach kc fee Pi 


Ue 


und die weiteren ee die Werte 


.} 


A, B, 
oO oO 
ee U Sees Fost 


welche sich von den ersten blos in den Zeigerkombinationen 
unterscheiden. 


Mit Hilfe dieser partiellen Lésungen lassen sich die 
endgiltigen (12) in der Form 


P,?X, 5 ie P,? x, as pe a Eats 


i Pi+ Pi +--- +P? >) 
) Ply t Petts Ho + Peg 
US PIPPI FFP? 


anschreiben und dieser bemerkenswerte Zusammenhang kann 
wie folgt ausgesprochen werden*): Greift man aus dem 
System (1), Art. 142, der Fehlergleichungen, nachdem man 
ihre linken Seiten annulliert hat, eime Gruppe von m Glei- 
chungen heraus und lést sie auf, so ist dadurch ein Punkt 
in dem Gebiete der m Groéssen a, y,...¢ bestimmt, welchem 
als Masse (oder Gewicht) das Quadrat des gemeinsamen 
Nenners dieser Lésung zugeschrieben werden mége. Wieder- 
holt man dieses Verfahren mit allen iibrigen der 6 még- 
lichen gape von je m Gleichungen und bestimmt sodann 


*) Van Geer, welcher diesen Satz in thnlicher Weise und zuerst 
formuliert hat, nachdem er von Glaisher analytisch begriindet worden 
war, bemerkt, dass derselbe sich schon bei Jacobi vorfindet; er ist 
]. ¢.) in der Propositio II des Art. 15, pag. 316 ausgesprochen, 
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die Koordinaten des Schwerpunktes der so gefundenen 
6 Punkte mit Riicksicht auf die ihnen zugeschriebenen 
Massen, so fallen diese Koordinaten mit den Resultaten zu- 
sammen, welche die Methode der kleinsten Quadrate liefert. 

Nicht jede der partiellen Lésungen trigt also zur 
Bildung des Endresultates in gleichem Maasse bei, sondern 
jede im geraden Verhiltnis des Quadrates ihres Nenners. 

Die Methode der kleinsten Quadrate fiihrt in dieser Auf- 
fassung die Lésung von o Systemen von je m Gleichungen 
auf die Lésung eines einzigen solchen Systems zuriick. 


148. Die eben ausgefiihrten Untersuchungen geben einen 
klaren Kinblick in die Bedingungen, unter welchen das 
System der Gleichungen (2), Art. 142, oder das urspriingliche 
System der Fehlergleichungen einer Lésung fahig ist*). Die 
notwendige und hinreichende Bedingung hiefiir ist das Nicht- 
verschwinden der Determinante R, welche als Nenner bei 
x, y,...¢ auftritt. Nun kann aber 


TRE oe Rls tay maar ea ai 


nur verschwinden, indem P, = P, =---=P,=—0 wird. 
Ist nur eines der P von Null verschieden, so gilt dies auch 
fiir R. .Es sind aber P,, P,,...P, die Nenner der partiellen 
Lésungen, von welchen im vorigen Artikel die Rede war. 
Man kommt also zu dem Schlusse: Wenn sich dem System 
der Fehlergleichungen wenigstens eine Gruppe von m Glei- 
chungen entnehmen lisst, welche zu einer Bestimmung der 
Elemente fiihren, dann und nur dann gibt auch das System 
der Normalgleichungen eine bestimmte Lésung. 


149. Weitere Schliisse nach dieser Richtung ergeben 
sich aus einer bemerkenswerten Darstellung, welche Glaisher 
den Quadraten der mittleren Fehler der Elemente gegeben 
hat. Den Gleichungen (7), Art. 144, zufolge ist 


Dae 8 
~ (n— m) R?? 


ie 
darin ist 


*) Vgl. Gauss, Theoria mot. c. ¢., art. 180; Theoria combin, 
observ., art. 23 und Suppl. theor, combin., art. 14. 
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[bb] [be] :.- [BF] [aa}fad}... [af] 
7 Wea feb] feclemer] pe [bal[bb] ... [bf] : 
[fPltfel... (ff [falt fo)... LAI | 


[aa|[ab]... [af|[al] 
[ba] [bb]... [6f] [67 
[fal fo)... CAPLFO | 
[Ua] [20]... UF] 24 
bezeichnet man die dem Element [77] adjungierte Subdetermi- 
nante von L mit @;;, so ist*) 
Oaa%1y — Xi hig = 7 ba b 


und da oj, = RA und a4; = aja, so wird 


Hs ist aber ate = wx (vg). die Gleichungen (3), Art. 142), ferner 
[bb]... [bf] [b7] 
[fb] ... [FFI (Ft 
“a | (20)... UAL 
BR | [aa][ab]...[af] 
[ba][bd]... [07] 
[fa] [fb]... (fF | 
[al][ab]... [af] | PU (2d)... (27) 
[b7] [bd]... [07] [b7] [bd]... [07] 
(A [fo}.-- 77) | | 1 Uf LPO) .. - [FF] at 
[aa][ab]...[af| | [Ua] [2b]... [ef] ? 
[ba)[bb]... [bf] 


[Da][bb]... [bf] 
[fa}[fb].-. [fF] [fa] [fo] ... fF] 


nipe 


wobei & derjenige Wert ist, welcher aus dem Gleichungs- 
system 


*) Baltzer, Det., pag. 63. 
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[Ja}é + [lb}y + +--+ (fe = [07] 
(14) [ba]§ + [bb]y +.--: + [bf] = [61] 
[fa]é + [fly + --- + [ffle = [71] 
hervorgeht, das sich von dem System (2), Art. 142, der 


Normalgleichungen nur dadurch unterscheidet, dass an die 
Stelle der ersten Gleichung die Gleichung 


[a]é + [b]y + +--+ Ufo = 1 


getreten ist: Mithin hat man 


(15) hig" = —. ’ hy" ae we 

wenn 7,... aus einem Gleichungssystem bestimmt wird, das 
aus (2) hervorgeht, indem man die zweite, ... Gleichung 
dieses Systems durch [la]— + [lb]y7 +---+ [Uf]r=—[l]] 
ersetzt. 

Es méchte nun scheinen, als ob h,", ky’,... mit x, y,... 
beziehungsweise zugleich verschwinde; da jedoch, wie aus 
dem obigen hervorgeht, mit dem Ziahler von 2 gleichzeitig 
der Nenner von & Null wird etc., so wird, indem w ver- 
schwindet, € unendlich gross. 

Hs bleibt aber noch der Fall zu untersuchen, dass § =x 
oder 7 = y,--- ist. Da die Gleichung (5), Art. 144, eine Folge 
der Gleichungen (2), Art. 142, ist, so kann eine von den 
letzteren durch jene ersetzt werden, und man kann ins- 
besondere auch fiir (2) das Gleichungssystem 


[Lalo + [bly +--+ (fli — [aa] 
[bala + [bbly +--+ [Of ]é = [0 


paler Alger? lee Fe 


nehmen, Dies gibt fiir x die Auflésung 
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[17] — [22}[28) ... [A] 
[b7] (0)... B/] 


it] [fol..-[f/1 
| maltalee (eased 
[ba] [bd]... [5] 


ee 96 Ce. els 


[fa] [f0].- CFF) | 
(11) [td] ...[7f] [bb] [ac]... [bf] 
[dU] [bd]... [of] 
_ | LO) ALL yyy LO LA 
j Wal(ay. (271 [Ja] (0)... (AP | 3 
(64}[00]...[0/) [ba}[bb]... [7] 


ela te le: uel Pe ee a Rete! eivva. fod Meter eau eraere 


[Fa] [fb]... [ff] [fa] [0] .. -(ff] 
der erste Teil der rechten Seite stellt aber § vor, demnach 
wird § =z, wenn 


alee: . bf) | a 
[fol fel.. a 


Wenn also, wahrend 4, der zweite Faktor der linken 
Seite der letztangeschriebenen Gleichung von Null ver- 
schieden ist, so ist notwendig [AA4] =O und demzufolge 
nicht allein k,’ = 0, sondern auch kh,’ = 0,---, daher auch 
n=y,-::. Dies Resultat stimmt mit der einfachen Uber- 
legung iiberein; denn [AA] =O sagt aus, dass alle Fehler- 
gleichungen, nachdem man ihre linken Seiten durch Null 
-ersetzt hat, durch ein und dasselbe Wertsystem 2, y,...¢ 
befriedigt werden kénnen. 

Ist hingegen der zweite Faktor der linken Seite der 
letzten Gleichung gleich Null, so ist wegen 


[bb] [be]... [bf] 
vs cell Dean = >) Cit-.-fe-t)? 
[fo][ fe]... Uff] 
auch (0, ¢.-**fn—1)==0 fiir jede Kombination der m—1 Zeiger, 
folglich auch 

R= >! (a,b: °++ fn)? = 0. 


Wenn aber (0, ¢, ++: fn—1) = 0 ist fiir alle Zeigerkombinationen, 
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dann sind die Fehlergleichungen (1), Art. 142, nicht un- 
abhangig von eimander, d. h. es lisst sich aus ihnen keine 
Gruppe von m Gleichungen herausheben, welche 2, y,...¢ 
bestimmen wiirden. Diese Thatsache driickt sich auch in 
dem bemerkten Verschwinden von R aus, das zur Folge hat, 
dass ©, Y,...3 x, Py,»-»3 he ,hky,... in der unbestimmten 


0 y 
Form o erscheinen. 


Das Ergebnis dieser Untersuchung zusammenfassend 
kann man also sagen, dass in der Regel eine der Gleichungen 


=P, Yo 
alle tibrigen zur Folge hat, und dass im Ausnahmefalle eine 


soleche Gleichung die Unbestimmtheit der ganzen Aufgabe 
anzeigt. 


§ 9. Beurteilung der Genauigkeit einer Funktion direkt 
beobachteter oder aus Beobachtungen abgeleiteter Groéssen. 


150. Wenn man an dem Prinzip festhalt, welches dem 
zweiten Gauss’schen Beweise zu Grunde liegt, so bietet es 
keine Schwierigkeit, den mittleren Fehler oder das Gewicht 
in der Bestimmung einer Funktion direkt beobachteter oder 
aus Beobachtungen abgeleiteter Gréssen zu berechnen. Wir 
beginnen mit der einfachsten Aufgabe dieser Art, auf welche 
die anderen sich zuriickfiihren lassen. 

Fiir die von einander unabhingigen Grossen L,, L,, Ls,... 
seien durch direkte Beobachtung die Werte J,,/,,/,,... er- 
halten worden; die Fehler dieser Bestimmungen seien 
£1, &,&3)---, die Quadrate der mittleren Fehler k,",k,.”,k,”,..., 
die Gewichte, auf irgend eine Hinheit (deren mittleres Fehler- 
quadrat &” sein mége) bezogen, p,, P2,~3,°°*. Hs sei ferner 


(1) U = F(L,, L,, Ls, ..-) 

eine gegebene Funktion der Gréssen L,, L,., L,,---. Man 
soll den mittleren Fehler, dessen Quadrat K” heissen mége, 
oder das Gewicht P der Bestimmung 

(2) aa Fl, ly, Us, + - :) 

fiir U berechnen, 
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Da U auch in der Form F'(l, + ¢,, lp + &, 1, + &, ...) 


geschrieben werden kann, so ergibt sich, wenn man ¢,, &, &3, .-- 
als so klein voraussetzen darf, dass Potenzen und Produkte 
dieser Gréssen gegeniiber ihren ersten Potenzen vernach- 
lissigt werden konnen, fiir U die niherungsweise Darstellung 


U=ut fa + fete fsé3 1, 
wenn mit /,,f,,f3,.-- die Ableitungen von u in Bezug auf 
l,, 1, 1;,... bezeichnet werden. Hiernach ist 
U—u— [fel 


der Fehler in der Bestimmung (2) von U und das mittlere 
Quadrat desselben 


KO —ff- [fel p, (&) 2 (é) o-3 de; das <==, 
dea oe 
(3) K" = [ffk’]. 

Um an die Stelle der mittleren Fehler die Gewichte 
einzufiihren, mache man von den Relationen 

D1 lee feat Do ee. Baebes Ba peo k” Gre PK 
Gebrauch und findet so 
5 

(A) >= (ie). 


P 


151. Aus einer Reihe von Beobachtungen /; sind auf 
Grund eines Systems von Fehlergleichungen des Typus 
é&=—li+aa¢+by+a¢+-::- 


die vorteilhaftesten Werte 2,, y,, 2,,... der Hlemente «, y, 2,... 
berechnet worden., Hs ist ferner 


(1) U= F(a, y, 2, ..-) 


eine gegebene Funktion dieser Klemente. Man soll den 
mittleren Fehler oder das Gewicht der Bestimmung 


(2) U = Ea, Yr) My +++) 
von U feststellen. 
Die Auflésang der Fehlergleichungen gibt 
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a = [al] + [as] = a, + [ae] 

y = [B61] + [Be] = y, + [8] 

sme yh [pele Ar Lys] 
-wobei die Summen [ee], [Be], [ye],... die Fehler anzeigen, 
welche den Werten 2,, y,, 2,,... der Elemente anhaften. 


Setzt man diese Fehler als so klein voraus, um bei ihren 
ersten Potenzen stehen bleiben zu diirfen, so kann 


U=F (x, + [ae], y, + [Be], 4 + [vel,---) 
niherungsweise durch 
U—u-+ flee] + flBel + felve] +--- 


ersetzt werden, wenn man unter /,, /2, /;,... die Ableitungen 
von wu in Bezug auf 2,, ¥,,2,,... versteht. Hieraus folgt 


U—u=((ef, + bt rh+-)4 
als Fehler in der Bestimmung w fiir U, und der Mittelwert 
seines Quadrates ist 


Km ff (eh + Bh toh + )eP os (6) 926) nde deg 


oder nach Ausfiihrung der Integrationen 
KY = fPlaok’) + 27, flaBk"] + 2A flevk”] +--- 
+ fy? (BBR) + 27 f(b rk") +--+ 
ch fe Lyk’) + +: 


Die Summen [aah], [Bk], [wyk’],... kénnen aber 
durch die Groéssen git, diz, is,..- ersetzt werden, zu deren 
Bestimmung die Gleichungssysteme (10), (10*), (10**), ..., 
Art. 126, dienen; alsdann wird 

KY = fd + 2hfede + 2h fds + °°: 
(3) + . fy’ G22 + 2fefsqes + + 
So Jaye cook 

fiihrt man aber an Stelle der mittleren Fehler die Gewichte 


ein (bezogen auf eine Gewichtseinheit vom mittleren Fehler- 
quadrat k”), so treten an die Stelle von qi1, diz, dis, ..- die 
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Gréssen @i1) M19) Zig) -»+» deren Berechnung die Gleichungs- 
systeme (10’), (10°*), (10’**), ..., Art. 127, vermitteln, und 
man hat dann 

1 


Deana a =f du + 2AAde + 26s + °° 
(4) fe Gat fofsdes 4 
sie ER oe 


152. Zwischen den n Grossen fi, Lg; Ls. -;.40r welche 
sich durch Beobachtung die Werte J,, J,, l,, ... ergeben 
haben, bestehen die v (<n) Beziehungen 

(L,, L,, Ly, +++) = 0 
(1) ¥(L,, L,, L,, ++) =0 
MUG se te) =O 


welche von den Beobachtungswerten /,, /,,/,,... im allgemeinen 
nicht erfiillt werden, sondern erst dann, nachdem an diesen 
Korrektionen ¢€,, é, é;,... angebracht worden sind; werden 
diese Korrektionen als so klein vorausgesetzt, dass man tiber 
ihre ersten Potenzen nicht hinauszugehen braucht, so bestehen 
zwischen ihnen vermége (1) Relationen, welche naherungs- 
weise 
A,@ + Age + Ase, + ++- = w, 
(2) Bye, + Bee, + Byes + ++ = w, 
Ce, + Cyee + Cae + --- = wy 
lauten, wenn A,, A,, A;,... die Ableitungen von 
Seed ms (1, lg, U5, --+); 
B,, B,, B,,... die Ableitungen von 
— wv, = VL, bb, bs, s+), 
C,,C,, C,,... die Ableitungen von 
Pek in bee © X (A, ln, Is, «+«) 
in Bezug auf l,, /,,1,,... bedeuten, wihrend —w,, —w,, — Wg, ... 
die Widersprtiche anzeigen, welche auftauchen, sobald man 


die unmittelbaren Beobachtungsergebnisse in die Bedingungs- 
gleichungen (1) einsetzt. Die Aufgabe der Auffindung der 


* 
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=1 
| 
t 


vorteilhaftesten Werte 4,,4,,4,,... fiir ¢,,¢),¢,... ist in 
Art. 136 gelést worden. 
Hs sei nun 


(3) Che fil Le Vier itn) 


eine gegebene Funktion der Gréssen L,, L,, L,,... und es 
handle sich um den mittleren Fehler oder um das Gewicht 
der Bestimmung 

(4) w= BUI, + Ay, by + de, Ig + Ag, .-) 

von U, welche sich ergibt, wenn man an die Stelle der 
wahren Werte L,, L,, L,,... die ausgeglichenen Beobach- 
tungen 7, + 4,, 1, + a,, l, + A,,... einfiihrt. , 

Bezeichnen wie friiher ¢,, &, &,... die wahren Fehler 
von 1, 1,,l,,..., so ist U=F(l,+¢,,)+ &,+%, ...), 
und wenn man, bei der vorausgesetzten Kleinheit der ¢ 
und 4, U und w durch die ersten Potenzen dieser Gréssen 
darstellt, so ergibt sich 


(5) U—u=f, (A) ths (6-he) + fy (654g) + = [fe Ef 


als Fehler von w, wenn f,, f,f3,-.. die Ableitungen von 
F(1,, 15, ls, ---) in Bezug auf 1,1, [,,... vorstellen. Wie in 
Art. 136 gezeigt worden, sind 4,,A,, 45, ... lineare Formen 
der &, &, &,---, folglich ist schliesslich auch 


U—u= [gel 
und wie in Art. 150 das Quadrat des mittleren Fehlers 
von -w gleich 


(6) K” = [ggk"| =|] &” 


und das reciproke Gewicht 


7 teri 98 
@) gears 

Um die Koeffizienten g der Form [ge] zu erhalten, 
gehen wir auf die Gleichung (5), Art. 136, zuriick und er- 
halten, wenn abkiirzungsweise 


(8) [Af—o, [PJ —5, [A]—c,.- 
gesetzt wird, 
(9) [fA] =ak, + bk, + ch, + ---; 


Czuber, Theorie der Beobachtungsfehler. me 
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stellt man die Korrelaten k,, k,, k;,... aus den Gleichungen (6), 
Art. 136, in derselben Weise dar, wie in Art. 126 die Hle- 
mente #, y, 2,... dargestellt worden sind, nimlich in der Form 


ky = W941 Wed + W3%3 + °°: 
kg = Wy Qoq + We Gog + W3 G03 + -°- 
kh, = ees cl ee aly a ee 


wobei die Gréssen q aus den Gleichungssystemen 


ela be | eee 
i= a + (FE) ae + [A] ae + 
fil + hie + +{<] G13 a heey 


+ 
(0) 1 =[=*]an+[2*] m eee 
= el kore 


= [Felon + [dae +4 


P 


Or liga ict ag eels 
1 (Ant ESE) 
zu bestimmen sind, so wird ar (0) und 6) 


U — w= [fe] — dy + bg, + C95, + ++) 20 
“at CUTE - bdo. + CO39 +- 30 +) We 
wo (As os dos ++ CAs8 + o- ) Ws, 


Iu 
Ja 
In 


hieraus ergibt sich unmittelbar, wenn mam fiir die w ihre 
aus (2) resultierenden Darstellungen durch die Fehler ¢ ein- 
fiihrt, 


BC ie 


I = fi — (G1, + Bae, + Cds, + wo) Aly 
— (G12 + bar, + Case + ++) Bi 
= Agia dos COs NC; 


Ordnet man das Quadrat von g; nach den eingeklammerten 
Ageregaten, so wird 
9° =f? —(Odn + Dae, F Cas, +--+) Us 
= (agfs + b@e9 + Cae + +: -) Bs: 
ae (As ++ bgeg + G53 + --+) @; 
worin zur Abktirzung 
Ws == 2A — (0G), + baa 4+ CQg, 1 ++) ALA: 


SOQ gi 09sec Coast) Ay, 
— (0413 + Bde5 ++ C55 + ---) AG; 


geschrieben wurde; die Bedeutung von %;, ©;,... ergibt sich 
daraus durch Vertauschung von A; mit B;, C;, ---. 
Im Hinblick auf (8) und (10) ist also 


2 
> ad 


und ebenso erkennt man, dass 


B]-«, (f]-<.- 


Mithin ist schliesslich, wenn man fiir a,b,c,... die 
Werte aus (8) restituiert, 


LEAF on 2142214 


(11) ini Ave aape ales 


Infolge der Gleichung (7) driickt die rechte Seite das 
reciproke Gewicht der Bestimmung w aus und ihr mittlerer 
Fehler ist auf Grund von (6) zu rechnen. 

22% 
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153. Der vorliegende Gegenstand gestattet noch eine 
andere Auffassung. 

Es sei U = F(X, Y, Z,...) eine gegebene Funktion der 
unbekannten Elemente X, Y, Z,...; wie sollen die Werte 
der letzteren aus den Beobachtungen abgeleitet werden, da- 
mit der daraus resultierenden Bestimmung von U der kleinst- 
mégliche mittlere Fehler oder das grésstmégliche Gewicht 
zukomme? 

Hat man auf irgend welchem Wege Niherungswerte der 
Elemente gewonnen, etwa X,, Yj, %,.-., derart, dass die an 
denselben anzubringenden Korrektionen «, y,2,... klein genug 
sind, um von ihren Potenzen und Produkten absehen zu 
diirfen, so kann U niherungsweise durch eine lineare Funktion 
von #, y, 2,... gegeben werden, niimlich 
(1) U=f, + het hy + he $5 
darin ist: 75 == "21 GX, nop cee) ok WORECNG e456 fon oe mae 
Ableitungen von f/f, in Bezug auf X,, Y,, Z,,... respektive 
bedeuten. 

Auf Grundlage der Beobachtungen und ihrer Fehler be- 
stehen zwischen den m Gréssen a, y, Z,... 2(>m) Fehler- 
gleichungen der typischen Form 
2) g=—14- ae-- by +iae +, Gl, 2, 2a): 
das Gewicht der 7" Beobachtung, bezogen auf eine Gewichts- 
einheit, deren mittlerer Fehler im Quadrat gleich k” ist, 
heisse p;. Aus diesen Gleichungen ergeben sich durch 
lineare Kombination, unter Anwendung der Faktorensysteme 
@:, Bi, Viz...» Welehe den Bedingungen 


fagj== 415 ele) == On eee thas 
(3) [Ba] =0, [Bb] =1, [Bc] =O, --- 
[ya| = 0, [yb| se Oo; [ye] == 1 af ley 


geniigen, fiir v, y,2,... die Bestimmungen 
x = [al] + [oe] 
y = [BU + [Bel 
e= [yl] + [ve] 


—- 341 — 
Behilt man deren erste Teile bei und rechnet damit nach (1) 


w= fy + lel] + ALB + Alyll + o, 


so ist damit ein Fehler im Betrage 


(4) U—w—fles) + Alba] + flyel + ---= [gel 
begangen, wenn 
(5) 9: = fee Bi + fs¥i 


als Abkiirzung gebraucht wird. 
Das mittlere Quadrat dieses Fehlers, nach Art. 150 gleich 


ID) y0 
[ 22] ae 
wird ein Minimum, wenn 
(6) | 24 ein Minimum. 


Die Gréssen g; sind aber nicht unabhiingig von einander, 
weil die Faktoren «;, B;,y;,... es nicht sind. Multipliziert 
man niimlich jede der Gleichungen (5) mit dem korrespon- 
dierenden a;, dann mit 06;,¢;,... und nimmt bei der darauf- 
folgenden Summierung Riicksicht auf die Relationen (3), so 
ergeben sich fiir die g; die m Bedingungen 
Rallis Oye, fase 0 1 LGC soe fg 40; 

Das in Bezug auf diese Bedingungen gebildete Minimum 
von [22] fallt tiberein mit dem absoluten Minimum der 


Funktion 

Ea — 2h, ((ga] — ft) — 2h, ([gb] — fe) — 243(Lge] — fs) — +, 
woraus sich fiir das System g; die Bestimmungen 

(8) = ah, + dilg + cilig + - 


ergeben, nachdem man die Korrelaten /,, /,,k;,... mittels 
der aus (7) resultierenden Gleichungen 


[paalk, + [pabk, + [paclks + --- =f, 
(9) [pbalk, + [pbb]k, + [pbelks + --- =f, 
[pealk, + (peblk, + [peelhs +--+. = fs 


berechnet hat. 
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Diese Gleichungen stimmen aber in ihren Koeffizienten 
genau mit denjenigen Gleichungen tiberein, welche die Methode 
der kleinsten Quadrate zur Bestimmung von 2, y, Z,... aut 
Grund des Gleichungssystems (2) vorschreibt, und ergeben 

ky =fidu + fede + fs%s + °° 
Ky = fide. + f2922 + fs%23 + °° 
kis = 11951 + fe932 + fs%s38 + °°: 


’ 
. 


wobei die Grossen gi; genau dieselben Werte haben wie in 
Art. 127. 

Multipliziert man schliesslich jede der Gleichungen (8) 
mit dem entsprechenden g;, bildet die Summe mit Riicksicht 
auf (7) und setzt fiir h,, h,,k,,... die eben gefundenen Werte 
ein, so wird 


; 1 Ee ae 
fut [29] anette eciel “Ff 2hifeGe + 2fifstis i 
(10) + —f2'Ge2 + 2fofs%3 + °° 
ze £379 arta 


Die rechte Seite dieser Gleichung fallt aber tiberein mit 
demjenigen Wert fiir das reciproke Gewicht, welcher sich in 
Art. 151 ergeben hat, als man zur Bestimmung von w die 
nach der Methode der kleinsten Quadrate berechneten Werte 
von &, y, 2,... verwendet hat. Diese Werte erfreuen sich 
also der Higenschaft, dass sie fiir jede Funktion der 
Elemente eine Bestimmung von groésstméglichem 
Gewichte ergeben. 


Drittere Terk 


Theorie der Fehler in der Ebene und im Raume. 


§ 1. Das Gesetz der Fehler in der Ebene und im Raume. 


154. Die Bestimmung einer einzelnen Grésse durch 
Beobachtung ist vergleichbar der Bestimmung der Lage eines 
Punktes in einer Geraden; der wahre Wert der Grdésse ist 
durch einen bestimmten, bekannten oder unbekannten Punkt 
jener Geraden dargestellt und ebenso liefert jede Beobachtung 
einen Punkt der Geraden, der infolge des Beobachtungsfehlers 
von dem ersteren verschieden ist; die Strecke zwischen beiden 
Punkten reprasentiert den begangenen Fehler. Insofern derlei 
Fehler durch Strecken einer Geraden versinnlicht werden 
kénnen, bezeichnet man sie als lineare Fehler. Zur Ver- 
anschaulichung des Gesetzes ihrer Wirksamkeit kann dieselbe 
Gerade dienen, indem man sie als materiell sich vorstellt 
und ihr in jedem Punkte eine Dichte zuschreibt, welche der 
Wahrscheinlichkeit des durch diesen Punkt begrenzten Fehlers 
proportional ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass der EKndpunkt 
des Fehlers, dessen Anfangspunkt immer mit dem Repriisen- 
tanten des wahren Wertes zusammenfallt, einem beliebigen 
Teile der Geraden angehére, kommt der Masse dieses Teiles 
gleich, die Masse der ganzen Geraden als Hinheit angenommen. 

Wenn es sich um die Bestimmung eines Punktes in der 
Ebene oder im Raume handelt, so wird jede Hinzelbestimmung 
durch Beobachtungen zu einem andern Punkte der Hbene, 
respektive des Raumes fiihren, der von der wahren, be- 
kannten oder unbekannten Lage des Punktes verschieden 
ist; an dem Fehler, der wieder dargestellt ist durch die 
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Verbindungslinie des wahren Punktes, als Ursprung der 
Fehler, mit dem beobachteten, tritt jetzt zu dem Merkmal 
der Grosse, welches friiher neben dem Vorzeichen das einzige 
war, das Merkmal der Richtung hinzu. Der Fehler kann im 
alleemeinen bei bestimmter Grésse alle Richtungen annehmen, 
welche von dem wahren Punkte in der Ebene oder im 
Raume ausgehen. JInsofern derlei Fehler zu ihrer Dar- 
stellung der Ebene, beziehungsweise des, Raumes bediirfen, 
nennt man sie Fehler in der Ebene oder Fehler im 
Raume. ‘ 

Um das Gesetz der Fehler in der Ebene zu verbild- 
lichen, kann man die Hbene selbst beniitzen, indem man sie 
sich als materiell und mit einer Dichte begabt denkt, welche 
in jedem Punkte proportional ist der Wahrscheinlichkeit des 
durch ihn begrenzten Fehlers. Hs ist alsdann die Wahr- 
scheinlichkeit, dass der Endpunkt des Fehlers einem irgend- 
wie begrenzten Teil der Ebene angehére, durch die Masse 
dieses Teils gegeben, wenn die Masse der ganzen Fehler- 
ebene als Hinheit aufgefasst wird. Neben dieser Veranschau- 
lichung gibt es noch eine rei geometrische, welche darin 
besteht, dass man in jedem Punkte der Ebene zu derselben 
ein Loth errichtet und darauf eine der zugehérigen Wahr- 
scheinlichkeit proportionale Liinge abtrigt; man wird auf 
diese Weise zu einer Wahrscheinlichkeitsfliche gefiihrt, 
dem Analogon der Wahrscheinlichkeitskurve bei linearen 
Fehlern. 

Zur Versinnlichung der Wirkungsweise raumlicher Fehler 
kann der Raum selbst herangezogen werden; man denkt sich 
ihn zu diesem Zwecke mit Materie erfiillt, deren Dichte in 
jedem Punkte proportional ist der Wahrscheinlichkeit des 
durch diesen Punkt begrenzten Fehlers. Die Wahrscheinlich- 
keit, dass der Endpunkt des Fehlers in einen irgendwie be- 
grenzten ‘Teil des Raumes fillt, ist durch die darin enthaltene 
Masse bestimmt, wenn die Masse des ganzen Fehlerraums 
als Kinheit dient. Hine rein geometrische Darstellung des 
K'ehlergesetzes wie bei linearen und ebenen Fehlern ist hier 
nicht moglich, 

Auf solche Art entsteht der Begriff des Wahrschein- 


lichkeitskérpers, der sich bei Fehlern in der Kbene auf 
den einer materiellen ebenen Figur, bei linearen Fehlern auf 
den einer materiellen Geraden reduziert. So wie die Fehler 
einer jeden Gattung von Beobachtungen an gewisse Grenzen 
gebunden sind, so hat man sich auch diese ideellen Gebilde 
als begrenzt vorzustellen. Die Begrenzung erfolgt durch 
eine Fliche, eine Kurve, ein Punktepaar; bei ihrer Uber- 
schreitung sollte die Funktion, welche die Dichte und somit 
auch das Fehlergesetz ausdriickt, eine Unterbrechung ihres 
stetigen Verlaufs erleiden, indem sie Null wird und Null 
bleibt; bleibt sie auch tiber die Begrenzung hinaus stetig, 
so ist zu beachten, dass sie nur innerhalb derselben Geltung 
hat und dass ihre Fortsetzung gewissermaassen parasitisch ist. 

Bevor wir uns dieser von Schols begriindeten Auf- 
fassung der Fehler in der Ebene und im Raume zuwenden, 
wollen wir uns mit solchen Darstellungen dieses Gegen- 
standes befassen, welche sich nur auf die Theorie der linearen 
Fehler griinden. 


155. Die erste Spur einer Betrachtung von Fehlern in 
der Ebene findet sich in der schon an einer andern Stelle*) 
erwihnten Untersuchung Adrain’s. Es handelt sich ihm 
darum, einen zweiten Beweis fiir das Gesetz linearer Fehler 
zu fiithren; dabei kommt er auf den Fehler in der Bestimmung 
der Lage eines Punktes in der Ebene zu sprechen, ohne 
diesen Gedanken jedoch allgemeiner zu fassen und weiter 
auszufiihren. Die Darstellung, in etwas verinderter Bezeich- 
nung, ist die folgende**). 

Es sei die Linge und Neigung einer Geraden AB, 
Fig. 6, zu messen, und es seien die sehr kleinen Strecken 
Bb, Be gleich wahrscheinliche Fehler, der eine, Bb = bb’, 
in der Linge von AB, der andere, Be = Be’ (senkrecht 
zum ersten) in der Neigung, letztere gemessen durch einen 
Kreisbogen vom Halbmesser 4B. Die Frage geht nun da- 
hin, eine solche durch die vier von B gleich weit entfernten 


*) §, Art. 42. 
**) Nach Merriman’s ,,List of Writings relating to the Method of 
Least Squares’, Connecticut 'Transact., 1V, pag. 164. 


— 346 — 


Punkte b,c, b’,c’ gehende Kurve zu finden, dass, indem man 
die Messung von A ausgehend voraussetzt, die Wahrschein- 
lichkeit, der Endpunkt falle in irgend einen Punkt jener 


Fig. 6. 


Kurve, dieselbe ist wie dafiir, dass er sich in einem der 
vier Punkte 0, ¢, b’,c’ befinde; mit andern Worten, den Ort 
gleich wahrscheinlicher Lagen des Punktes B zu bestimmen. 

Durch einige wenig befriedigende Schliisse, worunter 
auch der, die Kurve miisse méglichst einfach sein, kommt 
Adrain zu dem Resultate, die gesuchte Kurve sei der durch 
die vier Punkte bestimmte Kreis, dessen Mittelpunkt BD ist. 

Darauf griindet er nun die Ableitung des Fehlergesetzes. 
Ist Bm —=« der Fehler in der Lange, mn = y der Fehler 
in der Neigung, X die Wahrscheinlichkeit des ersteren, 
Y jene des letzteren, so ist fiir alle Punkte jenes Kreises 
X Y = const., also auch /- X + 1- Y=const., folglich weiter 


dl. X dl-Y 
asp 4 ae 
und da a? + y? = Bb’, so ist auch 
xdu = — ydy; 


durch Division der beiden Differentialgleichungen ergibt sich 


Wye aa ar Lk 0s 
a ena ee 


Da nun Adrain als selbstverstindlich annimmt, X und 
Y seien ,tihnliche Funktionen“, so schlesst er aus dieser 
Beziehung, dass 


eg) en 


— n 
eae 


sein miisse, wenn » eine Konstante bedeutet; daraus aber 
erhilt man durch Integration 


und ebenso sel 


Y=e'?; 
hierzu bemerkt Adrain noch, dass » notwendig negativ sei, 
weil die Wahrscheinlichkeit abnimmt, wenn a, respektive y 
wiichst. 

Ks hatte nur noch eines Schrittes bedurft, um zu dem 
Schlusse zu kommen, die Wahrscheinlichkeit der Lage » des 
Punktes B hiinge von einem Ausdruck der Form e+”) ab. 

Ubrigens mag bemerkt werden, dass der hier befolgte 
Gedankengang derselbe ist wie der von Herschel bei seinem 
Beweise gebrauchte (s. Art. 43), daher auch denselben Hin- 
wiirfen ausgesetzt. 

Wie bei Adrain’s erstem Beweise erscheint auch hier 
die Wahrscheinlichkeit eines bestimmten Wertes von # durch 
eine endliche Grésse ausgedriickt. 


156. Die erste Untersuchung iiber die Fehler in der Be- 
stimmung eines Punktes in der Ebene und im Raume riihrt 
von Bravais her und ist in einer ausfiihrlichen, durch schéne 
Analyse ausgezeichneten Abhandlung*) niedergelegt. Sie 
enthilt fast alle wesentlichen Resultate, welche auf diesem 
Gebiete spiter zu Tage gefordert worden sind. Nur die 
Voraussetzungen, von welchen sie ausgeht, sind sehr spezieller 
Natur. 

Die Koordinaten X, Y eines Punktes in der Ebene seien 
als Funktionen der durch Beobachtung zu bestimmenden 
Grossen L,, L,,--- L, gegeben, und zwar 

X = f(L,, L,,--. I,) 
() Y= y(L,, L,, -++ Dn). 


Die Beobachtungen mégen fiir die Elemente L,, Z,,... L, 
die Werte /,, 1,,... 4, ergeben haben, welchen die Fehler 
&,, &,--- & abhaften. Setzt man 


Xy =f(h, lo, a ln) 
as = gl, ly, oe In), 


*) Analyse mathématique sur les probabilités des erreurs de 
situation d’un point, Mém. prés. par divers savans a |’Acad. r. des 
sciences de l’Inst. de France, IX (1846), pag. 255-332. 
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so sind X — X,—=2, Y— Y,=y die Fehler dieser Be- 
stimmung und kénnen, wenn man &, &,...&, als so klein 
voraussetzt, dass ihre Potenzen und Produkte vernachlassigt 
werden diirfen, ausgedriickt werden in der Form 


LH = 4,8 + dyé& + +++ + Anén 


y == b,8, + b,& + +++ + Onén, 
wobei } 
Stine oe ee 
GaSe py oh Nie Era hy Coane eee enema pee 
a 
oY, aY, ay, 
Piper at lesa eee ee ree 


Ks wird nun die Annahme gemacht, dass jeder der 
Werte /,,/,,.../, hervorgegangen sei aus einer sehr grossen 
Anzahl von Beobachtungen und darauf mit Hinweis auf 
Laplace’s Analyse geschlossen, dass jeder der Fehler ¢; dem 

v. 
Exponentialgesetze —~ e~"i** folge. 
4 

Wiren X, Y unabhingig von einander, so wiiren es auch 
ihre Fehler x, y und wiirden einzeln demselben Gesetze 
unterworfen sein — der Form nach — wie die ¢, so zwar, 
dass die Wahrscheinlichkeit, es falle 2 zwischen die Grenzen 
x und x -+ dx, beziehungsweise y zwischen die Grenzen y 


h, 
und y + dy, den Ausdruck hiitte*) e e— "x" da, respektive 


h 
4 2 Z) 
—~ eh ¥ dy, worin 


Va 


1 Ube Ube ee eo pea 
hte heist Boke a 


*) Bravais beruft sich hierbei auf Laplace; in dieser Form 
sind aber die Resultate bei Laplace nirgends ausgesprochen. Der 
Beweis kann wie folgt gegeben werden, Wenn «, dem Gesetze 


v .2@ 2 . . : . : : 
——¢ “it folet, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Summe 


a, & f+ dye -+.++-+ 4,2, =[ae] zwischen den Grenzen # und x + dx 


lege, ausgedrtickt durch (s. Art. 60) 
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In Wirklichkeit aber hingen X und Y vermige der 
Elemente, welche zu ihrer Bestimmung verwendet werden, 
mit eimander zusammen, und um die Wahrscheinlichkeit zu 
finden, dass ihre Fehler , y zwischen bezeichneten Grenzen 
sich bewegen, hat man den Ausdruck 


hh, ...h ty 9 4 Sa 
(4) ee en ta a Obs «oi Ey 


fiir die Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens bestimmter 
Werte der » Beobachtungsfehler ¢ auf jenem Wertgebiete 
zu integrieren, welcher den bezeichneten Grenzen entspricht. 


hy hy. Ea nar 
cues a aera Jaa) de desde, d@ 
3 
—o 0 


aes 
Lea} 
ee de = [ | hte ore eels | 
NF es = = bE, LH) 
a” e 
—n 
| > ae a;2 &? 
(Op JOB sae AV hs ERDS | 
abe gee n dH 5aey 1 Fee 4h, lO 
n 7 V. 
| | 
a 
0 
[o3) 
co) 1 laa 
eer OV a 
_ ld e€ rabralc Ea ter 
| 1 
0 
ie2) 
‘ aa 
a ahh cos rOdO 
oA 
0 


wr fe 
E + 


D 
eS * F x Sas E 
sie ist also thatsiichlich von der Form —— e—/2°2* da, wobei 

1 


mie ¥ ies 
h,,? eebhin 


— $3850 — 


Um diese Integrationen auszufiihren, fiigt Bravais den 
zwei Gleichungen (2) noch » — 2 Gleichungen derselben 
Gestalt hinzu, deren Koeffizienten willkiirlich sind und deren 
linke Seiten z,...w als » — 2 neue abhingige Variable an- 
gesehen werden. Mit Hilfe der so gewonnenen » Gleichungen 
werden &, &,-.-& aus (4) eliminiert, der Ausdruck ist da- 
durch in den Variabeln wv, y,2,...w dargestellt und seine 
Integration in Bezug auf w,... 2 zwischen den Grenzen 
—oo und + oo, welche den Grenzen der « entsprechen, 
fiihrt schliesslich auf die Wahtscheinlichkeit einer Wert- 
verbindung von #, y, auf jene Wahrscheinlichkeit also, um 
die es sich zuniichst handelt. Dieser sinnreiche Vorgang 
stellt sich fiir 1 4 wie folgt dar. 

Aus den Gleichungen 


© = M8 + Mlg& + Mg& + Age, 
y = b, & + b& + O58 + dye 
B= C1 & HF Cy &y HF C3 & Ey 
w= dé, + d,& + dze + dye, 
ergibt sich durch Auflésung, wenn nur die Determinante 


Ri = (a, b,¢;d,) 


(5) 


von Null verschieden ist, 


&, = A,x + Ayy + Az + Aw = A+ A,w 
& = Bx+ By + Boe + Byw = B+ Byw 
n= C2 +O,y + Get Oo = C+ O,w 
é, = Dx + Diy + Dye + Dw = D+ Dw, 


(6) 


wobei A eine Abkiirzung ist fiir die Summe A,a-++ A,y+ A,2, 
Mest. 
Der Exponent von e in (4) verwandelt sich durch diese 
Substitution in 
— (M+ 2Nw + Pw”), 

wobei 

M=h?A +h? B? +h?C? +h? D? 
(7) N=h?*AA,+ h? BB+ f?CO,+ he DD, 

P=htAZ +hYBe + heOe +heDé, 
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und der ganze Ausdruck (4) geht tiber in 


; Lh, hghgh oN 5 
(8) a 1 se ga (M+ 2 Nw -+- Pw’) dx dy dedw. 
(V x) 
Nach vollzogener Integration in Bezug auf # zwischen 
den Grenzen — co und + oo wird daraus 
SF REP 
1 hy hohyh ea 
(9) -++ 44) =e P da dy dz 
Ro(yvu) "Po a ie 


Ks kann nun nachgewiesen werden, dass bei diesem Vor- 
gange zugleich die Koeffizienten d,, d,, d,, d, der letzten 
Gleichung in (5) aus dem Ausdruck (8) verschwunden sind, 
so dass der Ausdruck (9) nur noch die Koeffizienten der drei 
ersten Gleichungen enthilt. 

Die Determinante MP — N® lost sich nimlich nach der 
bekannten Identitét von Lagrange in eine Summe von 
Quadraten auf, deren Glieder den Typus 


heh?(AB, — BA,) 
haben, so dass, wenn man fiir A, 6 die urspriinglichen Be- 
deutungen zuriickfiihrt, 


MP — N? =h,*h,’{(A,B, — B,A,)x + (A,B, + By Ay)y 
(Ae Be ty Aol? =e 


Ol, My Os Oy 
By Bs Bs By 
V1 23 V4 
0, 0, 03 04 
das adjungierte System der Determinante f, so ist vermége 


des Zusammenhanges zwischen den Gleichungssystemen (5) 
und (6) 


wird. Ist 


oO to) 
Aya qr) Az 

oe t) 
BOR Se 


folglich*) 
ARB, A, =e 


d,—%0, KO, Ce Ds C4 — Dye, 
Ree 2 Te a KR 


*) Baltzer, Det., 5. Aufl., pag. 63. 


| 
vo 
on 
bo 
| 


ebenso 


Os rx Ae) Ay te 2 
Teg op, a Baa ae Ps aa = om M6 We Sa Wie 


Es erhilt somit der Zihler MP — N* des Exponenten 
in (9) nach der Transformation den Nenner /?; der Nenner P, 
wenn man darin A,, B,,C,, D, durch ihre Werte 


Oy = (a, ds C4) dy (a; b,¢,) 03 ae (a, b, Cy) 0, a (a, De Cs) 
R te Re Te ae ee fh Aim abe R 


ersetzt, erhalt ihn ebenfalls, somit fallt A aus und der 
Exponent enthalt keinen Koeffizienten der letzten Gleichung 
in (5); aus den niimlichen Griinden faillt R auch in dem 
Faktor vor der Exponentiellen in (9) aus, so dass der ganze 
Ausdruck von den genannten Koeffizienten befreit ist, wie 
behauptet wurde. 

Der Erfolg der Integration in Bezug auf w besteht also 
darin, dass der Ausdruck (8), welcher die Gestalt hatte - 


Tal ; 
ef dudydzdw, 


(Vx) 
wobei /, eine quadratische Form von x, y, 2, bedeutet, und 
die Koeffizienten aller Gleichungen in (5) enthielt, iiber- 
gegangen ist in emen Ausdruck 


wey ef dxdy dz, 
in welchem /; eine quadratische Form blos von 2, y, 2 ist 
und der die Koeffizienten der letzten Gleichung in (5) nicht 
mehr enthilt. Diesen wird die Integration in Bezug auf z 
verwandeln in 


~ if ~e hdxdy 
(Vx) e 
wo /, eime quadratische Form in w, y bezeichnet und nur 
mehr die Koeffizienten der urspriinglichen Gleichungen (2) 
auftreten. 

Ks ist demnach die Wahrscheinlichkeit, dass die Fehler 
x, y der Koordinaten, bezogen auf den Punkt Xp, Y), zwischen 
den beziiglichen Grenzen # und w+ dx, y und y + dy ein- 
geschlossen sind, dureh einen Ausdrack der Gestalt 
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(10) = K Ei B 2 yn @Y Ago y”) dudy 
ea { 


bestimmt. 

157. Zur Auffindung der Konstanten A’, a,,, G2, Go. kann 
der foleende Weg eingeschlagen werden. 

1) Integriert man p in Bezug auf y zwischen den Grenzen 
— co und o, so bedeutet das Resultat die Wahrscheinlich- 
keit, dass x als unabhiingig von y aufgefasst zwischen « und 
x + da lege; der so gefundene Ausdruck 


G1 gn Hyg 


IKE ‘ 
=== 6 39 dx 
V may, 
muss also tibereinstimmen mit dem friiher aufgestellten 
h 
=. ooh? dar: 
Va 


daraus schliesst man, dass 
e Ay» aa 
(11) Ke? = 44 Aig, — My” und ke = f | 


hh 
2) Das Resultat der Integration von p in Bezug aut x 
zwischen den Grenzen — oo und ov, d. i. 
> @y Ago — io” 
Ko — Ste Oe yp 
———e a dy, 
Vra,, 
: : h, hoe 
muss aus analogen Griinden mit yon dy zasammen- 
TC 
fallen, woraus sich ergibt 
(12) Sie Ba 
IES hh 
3 aa bb 
Man hat also, wenn die Summen eae ea abkiirzungs- 


weise mit @,,, @% . bezeichnet werden, vorliufig die drei Glei- 
chungen 


(gg = Kay, 

(13) Ga 
Ke? = Ay, Mog — M42". 
3) Zur Gewinnung einer vierten Gleichung werde das 
Koordinatensystem bei festbleibendem Ursprung X,, Y, um 


den Winkel # gedreht. Bezeichnet man die Koordinaten des 
Punktes x,y im neuen System mit (x), (y), so ist 


Czuber, Theorie der Beobachtungsfehler, 23 
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x = (x) cos & — (y) sin & 
= (vx) sin ® + (y) cos 0; 

der Ausdruck (10) indert durch diese Transformation seine 
Gestalt nicht, und bezeichnet man die den friiheren Gréssen 
analogen mit demselben aber eingeklammerten Buchstaben, 
so ist, wie man leicht tiberblickt, 

(a,,) = a4, cos? & + 2a, cos & sin + ayy sin? 
(15) (dog) = a,, sin? & — 2a, cos F sin F + ayy cos? d 

(Ay) == (og -—— Ay) cos & sin F + a, (cos? & — sin? 9); 
ferner bestehen zwischen (JC), (a4), (G42), (doo), (@41), (2) 
analoge Gleichungen, wie sie zwischen den urspriinglichen 


(14) 


Gréssen bestanden haben, und es folgt imsbesondere aus 
(49) = UC)?(@q1) umd (G41) = ()? (yg), dass wegen (15) 
und (13) 

(1 ) (0) (G1) __ %_ C08" HF 2a,, K Ke cos sin # + «,, sin age 


(@,,) (422) M9 Sin” o— 24, K2 cos # sin & + a,, cos” ro 


Andererseits folgt aus (14) in Verbindung mit (2), dass 
(~4)=( a,cos®?+6, sin de, +( a,cos#+4, sind)e+-- 
(y) = (—a, sin & + b, cosP)é, + (—a, sin ® +), cos) e+ 
woraus sich unmittelbar 
(Ci nC ; (a, cos? b, sin)? + es (a, cos # + 6, sin #)’ +. 

= c,, cos” + 2 le a cos # sin + o, sin? > 


(3) = me a, sind--b, cos #)? + A (—a,sin?-+-b,cos#)’ +... 


= a,, sin? — 2 jes Si cos # sin # + a, cos? 
und somit 


M. COS” F — 2 E ; ] cos # sin ® + a, sin? & 


(3) are 
7) (1) 


ub 
Oy9 SIN? o arcs arene a 


ergibt. Da die beiden Darstellungen (16) und (17) fiir alle 
Werte von * iibereinstimmen miissen, so ist notwendig 


ware ab 
K-¥a,—= — |p] 
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i ab ayy 
Bezeichnet man also die Summe Ea Ktirze halber 


mit o,,, so kommt zu den Gleichungen (15) als vierte Glei- 
chung 

(13*) Ay, = — Koy, 

hinzu. 


Aus (13) und (13*) findet sich nun leicht 
1 9 _[aa][bb ab |? 
i ne as laa Fal - a 


he) ee _¢ er ie ie eee ce eoy, 


(a, d,) 
.~ Se h, P ? 

die SeMicierchie auf alle Kombinationen der Zeiger 1, 2, . 
za zweien erstreckt, und hiermit sind auch die Gréssen 
41 M9, 4 leicht bestimmt. Aus (18) erkennt man zugleich, 
dass K*, d. i. die Determinante der quadratischen Form im 
Exponenten von (10), eine positive Grésse ist. 

Mit Riicksicht auf (13) und (13*) kann (10) auch in 
der Form 
(10) pa eles? —2envyt ent”) da dy 


e14 


geschrieben werden. 

Das wesentliche Resultat, zu welchem diese Analyse 
fiihrt, besteht nun in Folgendem: Alle Wertverbindungen 
x“, y, welche der Gleichung 
CED) 4,27 + 2a, ry + doy”? = const. 
geniigen, haben dieselbe Wahrscheinlichkeit. Da aber diese 
Gleichung, wie aus den eben gemachten Bemerkungen her- 
vorgeht, eine Ellipse darstellt, beziehungsweise ein ganzes 
System von Ellipsen, wenn man der const. nach und nach 
verschiedene Werte beilegt, so schliesst man, dass Punkte 
gleicher Wahrscheinlichkeit auf abnlichen, konzentrischen 
und ahnlich liegenden Ellipsen mit X,, Y,) als gemeinsamem 
Mittelpunkt angeordnet sind. 

158. Ohne eine Wiederholung der ganzen Analyse ndétig 
zu haben, kann man das fiir einen Punkt im Raume geltende 


Resultat seiner Form nach unmittelbar hinstellen. Unter 
23 
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den im Hingange von Art. 156 gemachten Varaussetzungen 
bestehen zwischen den Fehlern «, y, 2 der Koordinaten 


X =f (4, ls, cee Lay Y=fhh, ls, one In), A=fsh, lgyre stn) 


des zu bestimmenden Punktes und den Fehlern ¢,, &,... & 
der beobachteten Elemente die Gleichungen 


L == A, & + My& +++ + nen 


(20) y = 6, &, + bn es + Dn En 
O68 Oe Eb Gee, 

ax, ay, ah = oy oultad 

WO dpe aries i FN ks aaa ae und fiir die 


Wahrscheinlichkeit, dass «x, y, 2 beziehungsweise zwischen 

den Grenzen « und x + dz, y und y+ dy, 2 und z+ dz 

legen, ergibt sich ein Ausdruck von der Form 

(21) p= cal. E— One + aang? Faas P+ co, ye +2 22+ 2a zy) dae dy dz, 

(V x) 

in welchem nun die Konstanten zu bestimmen sind. 
Zuniichst muss dieser Ausdruck, in Bezug auf alle drei 

Variablen zwischen den Grenzen — co und oo integriert, 

die Kinheit ergeben, weil die Fehler x, y, 2 zwischen diesen 


Grenzen notwendig liegen miissen. Ist 
lai Ge Gs 
(22) R= | A, yg Mag | (Gig = Gi) 
Olay «Cast Cass] 
die Determinante der quadratischen Form im Exponenten 


von ¢, so hat man, diese Form voriibergehend mit wu _ be- 
zeichnet, nach Gleichung (11), Art. 118, 


(OD8 77 00) 7 5'06) 


af [fia dxdydz = ar, 


—0 — 0 — 


folglich 
(23) GP res 


His sei ferner 
e ea ots rea , ES 
DT A 12 Lhhd? 13 LARS 


; bb be | 
(24) Oo, = M49, ay lag! eel eke: Ba 


Integriert man den Ausdruck (21) in Bezug auf eine 
der drei Variabeln, z. B. in Bezug auf #, zwischen den 
Grenzen — co und ow, so entsteht 


2 a 
hy Ago a (yy Ao: (yo hy Cy a 
Y 11 492, ees 11 Aon 12 Aig 11 Cas 1 
( — ( = y? +. 2 — ye -|- a 


2 
My ayy ayy ) dy dé, 


und der Fall erscheint zuriickgefiihrt auf die Bestimmung 
emes Punktes in der YZ-Ebene. Mithin ist nach den im 
vorigen Artikel gefundenen Resultaten (13) und (13*) und 
mit dort gebrauchten Bezeichnungen 


G an GG Uie 0,4 Ogg ae Oy ee 
a e i i bakegts 8} 13 2 11 “22 ain (4 
—=_— >= 1G K Qo9 = Es K Os aj SS ) 
“ a a 
Vas 11 11 
PAE a ee gon bea bes 
RO oes Saree eee 
11 


Ahnliche Gleichungen erhilt man, wenn man die Integration 
in Bezug auf y und in Bezug auf ¢ ausfiihrt. Im Ganzen 
ergibt sich das Gleichungssystem 


2 __ 29 A35 Og” a M51 A393. 12 pote, Sa Saar SaaS 
heme G2 has eae G? I nee | aaa G2 
9 
Qe Ay 4 — A517 Ay 9 B13 — Ay 1 Mg: 
2 Des mene ae 3i ee em Cis 
(25) dy =p, OS G2 23 G2 
‘at 1 Mag — yy” 
O31 —= O43 » Ogg—= Oo ae ere ea Ges aitiren: + 


1 


Es ist aber der Zihler von o,, die dem Element a,, 
adjungierte Subdeterminante von &, ebenso der Zahler von «,, 
die dem Element a,, adjungierte Subdeterminante u. s. f. 
Demnach ist 


| Oy O19 3 | 


: GP | ot, 9 Og | = BR? 
OppiCagay Vs5 
und mit Bezug auf (23) 
|, My Ms 
(26) a meer an aa ears 


ferner hat man*) 


== G" (Geo Geg — Ogs)y aU Brakes 


so dass sich schliesslich neben (26) folgende Bestimmung 
der Konstanten ergibt 


(yy = GP (%g9 O53 — Mas”), = G(s, O59, — Og3 O42), 
hy; = G? (Gy Og, — Oyo O43) 
(27) ay, = 2, Ao et G? (03.04, — Og), 


Gs, = Ay3) 39 —= Ags 
aby oe Or 
As, = G? (O44 a9 Oi5°) 


Man kann indessen diesen Resultaten noch eine andere 
bemerkenswerte Gestalt geben, indem man sich Ahnlicher 
Umformungen bedient wie in Art. 146. Zuniichst ist 


eee 
hh hh hh 
= ae ee ae 
Se Seay hh hh 
Os, Aso ty | ES ES i 

rht Lhnrt Lh 


Bypass 


h, h, hy Paay PAE he? 


Lei, M2 Ms 


die Summierung iiber alle Kombinationen der Zeiger 1, 2,...” 
zu dreien ausgedehnt; ferner ist 


Pee: 
Fa Lex! | 


iil land S 

J Lins hh (b, ¢;) (c; a,) ; 

gi Opa = a3 OT Ee ‘ ee a —ik hae u. 8. E, 
ey 


hh hh 


die Summierung tiber alle Kombinationen der Zeiger 1, 2,...7 
zu zweien erstreckt; man hat also 


*) Baltzer, Det., 5. Aufl., pag. 63. 
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Be) (a; b, ¢,)* 
ic (Ae Tye 
G h, h, hy, 
(6; iG Ss! (b, ej) (6; 4) 
2h 2) 2 
A ied ore hth, aa pI TT 
aaa Fae 20 iP are eS AMA TaG 
(a; b; ¢,) S144) 0)" d 
2 2 2 y % 2 
h; h, hy Paes hy? Ny, 
>») (2, (a, By) 
aes 
a = ee hy, ky = 
_ (a; 0;¢,°) ? 
3, 27 2 
h, hy hy, 
2 
a" 
: ole 
92 ret oy 
(28) Ag, = U2, hy = RG, 0, 0,)”” 
S) tute Coe 
h 2 2 2 
dad 1h; h; hy, 
oa (¢; 4) (a, b;) 
7, oy S000 
Fs h; h, 
2S deci hie (245) 
SNE 
NP hy? hy,” 
ei aes) Oss == ay 5 
: 2 
(a; 85)? 
hh? 
33 (a; b, Coa 
Blk 2h 2 
h, hy hy, 


Das wesentliche Resultat der Untersuchung besteht nun 
in Folgendem: Alle Wertverbindungen 2, y, 2, welche der 
Gleichung 


(29) 4,12? + dygy? + gg. 2? + 2 Aggy 2+ 2 Ag, 24 + 244.¢Yy = const. 


gentigen, haben dieselbe Wahrscheinlichkeit. Nun aber stellt 
diese Gleichung vermége der Beschaffenheit ihrer Koeffizienten 
ein Ellipsoid, beziehungsweise ein System von Ellipsoiden 
dar, wenn man der const. nach und nach verschiedene Werte 
beilegt. Es ordnen sich also Punkte gleicher Wahrschein- 
lichkeit nach konzentrischen, ibnlichen und ihnlich liegenden 
Ellipsoiden um den Punkt X,, Y,, 2 als gememsamen 
Mittelpunkt. 
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159. Von einem anderen Gesichtspunkte und wesentlich 
allgemeineren Voraussetzungen geht die folgende Unter- 
suchung aus, welche hier nur fiir den Fall eines Punktes 
im Raume gefiihrt wird, weil die auf einen Punkt in der 
Ebene beziiglichen Resultate sich aus den gefundenen leicht 
ableiten lassen. Der Grundgedanke ist in der Auffassung 
enthalten, welche Bienaymé*) den Resultaten der Methode 
der kleinsten Quadrate unterlegen wollte: und die darin be- 
steht, dass nicht nach der Wahrscheinlichkeit vorgegebener 
Grenzen fiir den Fehler eines einzelnen Elementes, sondern 
nach der Wahrscheinlichkeit des gleichzeitigen Hintreffens 
gegebener Grenzen fiir die Fehler aller Elemente gefragt 
wird, und nach dieser zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit . 
soll der Wert des Ausgleichungsresultates beurteilt werden. 
Wenn die Elemente die Koordinaten eines Punktes in der 
Ebene oder im Raume bedeuten, dann ist diese Auffassung 
wohlbegriindet in der Zusammengehorigkeit dieser Gréssen: 
erst aus den Fehlern beider, beziehungsweise aller drei Koordi- 
naten und der Wahrscheinlichkeit ihres Zusammentreffens 
gewinnt man eine Vorstellung von der Genauigkeit der Punkt- 
bestimmung. 

Die Analyse jedoch, welcher wir folgen werden, ist 
verschieden von jener Bienaymé’s; sie schliesst sich an die 
in Art. 119 entwickelte Analyse Todhunter’s an. 

Hin Punkt im Raume sei als Durchschnitt einer sehr 
grossen Anzahl m von geometrischen Ortern — Flichen — 
bestimmt, deren jeder von beobachteten Gréssen abhingig 
und daher Fehlern unterworfen ist. Kennt man Niherungs- 
werte der auf ein orthogonales System bezogenen Koordinaten 
des Punktes und darf man die an denselben anzubringenden 
Korrektionen X, Y, Z — d. i. die relativen Koordinaten des 
wahren Punktes in Bezug auf den durch die Niherungswerte 
bestimmten — als so klein voraussetzen, dass Potenzen und 
Produkte dieser Gréssen den ersten Potenzen gegeniiber ver- 
nachlassigt werden diirfen, so lisst sich jeder der geometri- 


*) Sur la probabilité des erreurs d’aprés la méthode des moindres 
carrés, Journ. Liouville, sér. I, XVIII, pag. 383—78. — Vgl. d. Verf. 
,4ur Theorie der Fehlerellipse“, Sitzber. der Wiener Ak., Bd. 82, 2. Abt. 
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schen Orter in der Umgebung des geniherten Punktes durch 
eine Hbene ersetzen, so dass man zur Bestimmung von X, Y, Z 
n Gleichungen der Form 


(1) pee te fe ia kh bY eZ. GE 1D en) 


hat, worn aj, b;, ¢ gegebene von Fehlern freie Grdssen, 
J; aber eine von der Beobachtung abhiingige Grosse und ¢; 
ihren Fehler bedeuten soll; damit ist geometrisch der Sach- 
verhalt ausgesprochen, dass die Stellung jeder der 2 Hbenen 
als feststehend und fehlerfrei, dagegen ihre Lage im Raume 
als fehlerhaft betrachtet wird. Hine Voraussetzung iiber das 
Gesetz, welchem die einzelnen ¢; unterworfen sind, soll nicht 
gemacht werden; zur Vereinfachung der Analyse wird an- 
genommen, dass es unabhingig sei von dem Zeiger 7. 

Um Werte fiir X, Y, Z abzuleiten, multipliziere man jede 
der Gleichungen (1) mit einer Zahl a; und bilde die Summe, 
verfahre dann ebenso mit einem zweiten und einem dritten 
System von Zahlen 6; und y;. Wenn man diese Zahlen den 
zu ihrer Bestimmung nicht ausreichenden Bedingungen 


feat =i Lebl== 05." “fve] ==.0 
(2) CH AOI ST A RU ar 
ether 05a ob?) ee Orta [acl ai 
unterwirft, so kommt man zu den Bestimmungen 
X = [al] + [ee] 
(3) Y = [61] + [Be] 
4=yl| + [ye], 


welche die unbekannten Fehler ¢ enthalten. Wahlt man 
statt der verschiedenen ¢ ihren gemeinsamen Mittelwert 


k’ = f ep(ae 
und setzt demgemiss 


X, = [al] + [elk 
(4) Y, = [Bl] + [B]h 
4 = lvl + lylh', 


= 362) — 
so hat diese Annahme die Fehler 
z= X — X, = [ae] — [alh’ 
(5) y= Y — Y. = [Be] — [B]h’ 
a=Z— LZ, = [ye] — [yh 


zur Folge, und nach der in Art. 119 gegebenen Entwicklung ist 


(6) p=—2 6 *dadyde 
822 VR 
die Wahrscheinlichkeit, dass gleichzeitig x, y, 2 zwischen den 
Grenzen x und «+ dx, y und y+dy, 2 und z+ dz ent- 
halten sind. In diesem Ausdrucke bedeutet: 
4 die Determinante 


| [oa] [ab] [oc] | 
[Ba] [6b] [Be] 
[ya] [ye] [ye] 
welche wegen (2) im vorliegenden Falle den Wert 1 hat; 
R die Determinante des Gréssensystems 
— Ay =[oe]y’, Ay =([eB]y, Ais = [ey]7’, 
(7) As, = Aj, As, = [BB)x", Ass = [By] 7’, 
As, = Aj;, As, = Ays, As, = [yy] x’, 


7 


wohei 77 = = (Kk —k) und k” der Mittelwert von ¢? ist; 
endlich v jene quadratische Form von 2, y, z, welche aus 
A, 8," ot Ay, § “te As; 63" Ve 2 Ay, b g; = 2 As, gs ot fs 2A,, ot by 
hervorgeht durch die Substitution (s. die Gleichungen (14) 
und (17), Art. 119 und die Gleichungen (2) dieses Artikels) 
& = AS, + Ab + Ais 
Y = Ay b + Aged, + AosSs 
@ = As b, + Ago bs + Ass 8&5. 
Bezeichnet man das System der Adjunkten zu den Ele- 
menten der Determinante 2 mit 
By, Aq Us 


Ay, Ag Ayg (Ay = Ay, ** +) 


= -36a — 
so folgt aus den letztangeschriebenen Gleichungen 
Bo = G8 + ayy + a2, 
Fibs Ay @ A Aga y $F Ayg 2 , 


Res = Ag, @ + Agey + Ay32 , 
und die obige quadratische Form verwandelt sich in 


1 ‘ 9 
R (4127 $F ogy” fF Ay32" + 2a,,ye + 2a,,2H + 2a .xy), 


so dass also mit Benutzung dieser Zwischenresultate 
1 hy @* ny YF gg PF 2 tg YEA Gg, BB FA ayy vY 
ONY. Ae 4K ry 
(S) p=—,— dadydz. 
Sa" VR 
Nun behilt p denselben Wert bei fiir alle Wertverbin- 
dungen von 4, y, 2, fiir welche 


1,2" + Agyy”? + A332" + Zasys + 25,2” + 2a,.4y = const.; 
diese Gleichung stellt ein LEllipsoid oder ein System von 
Ellipsoiden dar. Wir sind damit wieder bei dem Resultate 
des Artikels 158 angelangt. 

Dieses Ergebnis ist zu Stande gekommen ohne Riick- 
sicht darauf, wie man die Multiplikatoren «;, B;, y; wahlt. 
Es wird Gegenstand einer spiiteren Untersuchung sein (s. 
Art. 191), diese Wahl méglichst giinstig zu treffen. 

Von der geometrischen Anschauung, welche den Aus- 
gangspunkt fiir die vorstehende Untersuchung bildet, sind 
auch Andrae*) und Helmert**) bei ihren von friiheren 
Arbeiten unabhiingigen Untersuchungen iiber die Genauigkeit 
der Bestimmung eines Punktes in der Ebene ausgegangen: 
Der Punkt erscheint als der gemeinsame von zwei oder 
mehreren Geraden. Es wird jedoch von Anfang an die Vor- 
aussetzung gemacht, dass der einzelne Beobachtungsfehler 
dem Gauss’schen Gesetze folge. 

160. Eine eigentliche Theorie der Fehler in der Ebene 
und im Raume hat Schols***) begriindet. Man kann seine 


*) Astron, Nachr., Bd. 47, Nr. 1117. 
**) Studien tiber rationelle Vermessungen im Gebiete der héheren 
Geodasie, Schlémich Zeitschr., XIII, pag. 73 ff. 
***) Théorie des erreurs dans le plan et dans Vespace. Annal. de 
’Ecole Polytechn. de Delft, Il, pag. 123 flg. Urspriinglich in hollin- 
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diesbeziiglichen Untersuchungen fiiglich in zwei Teile trennen; 
der eine enthilt rein geometrische, d. h. solche Resultate, 
welche unabhingig sind von dem Gesetz, nach welchem die 
Fehler wirken; der andere gibt jene Resultate, welche aus dem 
Grenzgesetz der Fehler fliessen; so nennt Schols dasjenige 
Gesetz, welchem ein Fehler in der Ebene oder im Raume 
folet, wenn er als Hrgebnis des Zusammenwirkens einer sehr 
grossen Anzahl eben solcher Fehler betrachtet werden kann. 

Bei der Entwicklung der wesentlichen Resultate dieser 
Theorie, welche den Inhalt der folgenden Artikel bildet, ist 
im Interesse einer einheitlichen Darstellung von Schols’ Be- 
zeichnungen mehrfach abgewichen worden. 

161. Hin Fehler in der Ebene und im Raume ist geo- 
metrisch dargestellt durch die Verbindungslinie des beobach- 
teten Punktes mit dem wahren Punkte. Zu seiner analy- 
tischen Festlegung sind im ersten Falle zwei, im zweiten 
Falle drei unabhingige Gréssen erforderlich. Als solche 
mégen, indem der wahre Punkt, zugleich der gemeinsame 
Anfangspunkt aller Fehler, als Ursprung eines rechtwinkligen 
Coordinatensystems gewihlt wird, entweder die Linge der 
Verbindungslinie und ein, respektive zwei Richtungswinkel, 
oder die Coordinaten des Endpunktes gelten. Hiernach ist 
ein Fehler in der Kbene charakterisiert durch 


O,1@? oderinas ay; 
ein Fehler im Raume durch 


0, 9, @ oder a, ¥, ¥. 


Die Buchstaben @, y, @ haben die iiblichen Bedeutungen*). 

Das Gesetz des Fehlers werde allgemein mit @® be- 
zeichnet in dem Sinne, dass das Produkt ®du, respektive 
@dv die Wahrscheinlichkeit ausdriickt, der Endpunkt des 
Fehlers liege in dem Element du der Ebene, beziehungsweise 
in dem Klement dv des Raumes. Im ersten Falle ist ® eine 


discher Sprache erschienen in den Verhandlungen der kénigl. Akad. 
d. Wissensch. zu Amsterdam, XV. 

*) Daraus, dass g bisher zur Bezeichnung des Wirkungsgesetzes 
eines linearen I’ehlers auschliesslich gebraucht wurde, kann hier keine 
Unzukémmilichkeit entstehen, 
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Funktion von @, m oder x, y, im zweiten Falle eine Funktion 
von @, y, @ oder x, y, 2. Ks ist also 


Ddidy, POdxdydz 


die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers in dem Flichen-(Raum-) 
Element dady (dadydz) am Punkte a, y (a, y, 2); 


Poededp, Pe’ sin OdedgdO 


die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers in dem Flichen-(Raum-) 
Klement oeded® (0° sin 8 dedpd@) am Punkte @, p (0, , 9). 
Hieraus geht unmitielbar hervor, dass 


(1) - | Garay os ¥) | Pedodp = 1 
- 9 


—~n —ow 0 


fiir Fehler in der Ebene und 


Oo oo @ 27 4s 
(2) 4) if | Ddvdyds= | oh ®o’ sin O dedgdO = 1 
0 0 


—n —n —@w 0 


fiir Fehler im Raume. 

Bei der in Art. 154 beriihrten Anschauungsweise, wo © 
die Dichte einer ideellen Materie bedeutet, stellen diese Inte- 
grale die Masse des ganzen Wahrscheinlichkeitskérpers vor. 

Den angeschriebenen Gleichungen liegt die Annahme zu 
Grunde, dass entweder Fehler aller Gréssen und Richtungen 
méglich sind, oder dass die Funktion ®, falls das Fehler- 
gebiet ein begrenztes sein sollte, diese Grenzen explicit ent- 
halt, so dass sie ausserhalb derselben verschwindet. 

162. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler unabhingig 
von der Richtung den Betrag @ nicht unter- und e+ do 
nicht tiberschreite, kommt der Masse eines Kreisringes, re- 
spektive einer Kugelschale gleich, welche mit den Halb- 
messern @ und 9 + do um den Ursprung beschrieben wird, 
und ist fiir Fehler in der Ebene durch das Produkt aus 


Qn 
(3) D, = o | vag, 
0) 


fiir Fehler im Raume durch das Produkt aus 


— 366 — 


(4) DO, = °° | i ® sin OdydO 
0 0 


mit de ausgedriickt. 

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler unabhiingig von 
seiner Grosse eine bestimmte Richtung aufweise, kommt der 
Masse eines vom Ursprung als Spitze bis an die Grenze des 
Wahrscheinlichkeitskérpers reichenden Winkels, respektive 
Kegels von unendlich kleiner Offnung gleich und ist fiir 
einen H'ehler in der Ebene propoxtional — 


(5) o,— | Dodo, 
0 
fiir einen Fehler im Raume proportional 
(6) ®,.o = sin of Dodo. 
0 


163. Um die Fehler in der Ebene und im Raume auf 
lineare Fehler zuriickzufiihren, projiciere man jeden der beob- 
achteten Punkte auf eine der Coordinatenaxen, z. B. auf die 
X-Axe. Der Fehler dieser Projektion, zugleich die Projektion 
des urspriinglichen Fehlers auf der betreffenden Axe, befolet 
ein Gesetz, das sich aus ® leicht gewinnen liisst. Die Ge- 
samtheit der Punkte, deren Projektion in das Element 2 bis 
“a+ daz der X-Axe fallt, erfiillt in der Ebene einen durch 
zwei zur X-Axe senkrechte Gerade begrenzten Streifen, im 
Raume eine durch zwei zu derselben Axe senkrechte Kbenen 
begrenzte Schicht; es ist somit die Wahrscheinlichkeit, dass 
der Fehler in Projektion auf die X-Axe zwischen « und 
x -- da falle, in der Ebene durch 


(7) 0, = f Diy, 
im Raume durch 


(3) seed i | Didyde, 


jedesmal mit da multipliziert, gegeben. Ahnliche Ausdriicke 


— 867 — 


kénnen fiir die Projektionen des Fehlers auf die andere, be- 
ziehungsweise die beiden andern Axen aufgestellt, werden. 
164, Das mittlere SY eines Hehlers in der Kbene ist 


xm f if (a* +- y*) Ddady 


(9) ie az 
sal i oe’ Odedg = ie oe Pode 


und das eines Fehlers im Raume 


Kim f ih (co? + y? + 2") Ddadydz 


(10) 


a) an x 
ai J a 0 ‘0 in@dodgde— f oe” Dodo; 


sein Ausdruck stimmt itiberein mit demjenigen fiir das polare 
Triigheitsmoment des Wahrscheinlichkeitskérpers in Bezug 
auf den Ursprung. 

Das mittlere Quadrat des Fehlers in Projektion auf die 
X-Axe hingegen ist 


Kim f sods J f 2 oaray 


—O —o 


beziehungsweise 


Kim fs 2@,dax =i rH ieee 


und bedeutet zugleich das Triigheitsmoment des Wahrschein- 
lichkeitskérpers im ersten Falle beziiglich der Y-Axe, im 
- gzweiten Falle beziiglich der YZ-Hbene. 

Stellt man auch die entsprechenden Ausdriicke fiir die 
andern Fehlerprojektionen auf und vergleicht mit (9) und 
(10), so ergibt sich fiir Fehler in der Ebene 
(11) Team KT KG 
fiir Fehler im Raume 


(12) ee the erie 


Diese beiden Gleichungen driicken bekannte Higenschaften 
der Trigheitsmomente aus und man kann, vermoge der zwi- 
schen den mittleren Fehlerquadraten einerseits und den Trag- 
heitsmomenten andererseits bestehenden Analogie, auch andere 
Kigenschaften der letzteren auf die ersteren iibertragen. 

Sowie es in der Ebene zwei und im Raume drei zu ein- 
ander normale Hauptaxen der Trigheit gibt, so treten auch 
bei Fehlern in der Ebene und im Raume zwei, beziehungs- 
weise drei zu einander senkrechte Richtungen auf, welche 
eine ahnlich wichtige Rolle spielen und als Hauptaxen der 
Wahrscheinlichkeit bezeichnet werden mégen. Ihre 
Existenz ist ebenso unabhiingig von dem Fehlergesetz, wie 
die Existenz der Tragheitshauptaxen unabhiingig ist von der 
Form und den Massenverhiltnissen des Korpers. 

Wahlt man die Hauptaxen der Wahrscheinlichkeit zu 
Koordinatenaxen, so verschwindet bei Fehlern in der Ebene 


das Integral 
1G —| [ cy @dndy, 


—O —@ 


bei Fehlern im Raume das Integral 


Ky, = | | | yeDdadydz, 


ee DE me wees EY 


nebst den beiden analogen XK’), Ky,. Es sind demnach die 
Gleichungen 

Kye) 
beziehungsweise 


Kj, =0, Ki,=0, Kiy=0 


das Merkmal fiir die Hauptaxen der Wahrscheinlichkeit. 

165. Ks soll nun erértert werden, wie man aus den 
mittleren Quadraten der Feblerprojektionen auf die Haupt- 
axen das mittlere Quadrat der Projektion auf eine beliebige 
Axe, und wie man aus den auf irgend ein rechtwinkliges 
Axensystem bezogenen Werten I,’, Ky’, Ky, respektive Ky, 
Ky, KY, Ky:, Ko, Ky, die Hauptaxen und die auf sie be- 
zogenen mittleren Quadrate ableiten kann. 


— 3869 — 


Um das mittlere Quadrat fiir eine Axe durch den Fehler- 
ursprung zu finden, welche mit der Hauptaxe OX den Winkel 
® bildet, projiziere man den beliebigen Fehler 2, y auf diese 
Axe; die Projektion kommt gleich 

xecos® + ysin’, 


ihr mittleres Quadrat also 


ch ieee tite 
(13) sf J (x cos ® + y sin 0) Ddady 


= K, cos’? + K;, sin? é, 
weil K,, = 0 ist. 

Wenn hingegen die auf ein beliebiges rechtwinkliges 
System bezogenen Werte K,, K,/, K,’, gegeben sind, so tritt bei 
dem Ubergange zu einem neuen Coordinatensystem xO 
wenn < XOX, = vy ist, an die Stelle von x, y im neuen 
System beziehungsweise 

“4= «vceosy+ysny 
y, = — ysind + y cos y, 


und damit die neuen Axen Hauptaxen seien, muss 


Kin—f J (ecosw + ysing)(—asiny-+y cos) Ddxdy=0 
werden; d. h. 
(— Ky + K,) cos v sin » + Kz’, (cos? p — sin? ~) = 0, 

woraus uv 

(14) tg 2y = Ko 

ferner ergibt sich leicht : 

(15) Ky, = Ky cos’ yp + Ky sin? p + 2 Kz, cos p sin 
Ky, = Ky sin? » + K; cos? y — 2Kz, cos y sin p. 

Die Projektion des raéumlichen Fehlers z, y,z auf eine 
Gerade mit den Richtungswinkeln «a, 6, y ist gegeben durch 
“zcosa-+ycosB-+ zZ2cosy, 
mithin ist, wenn die zu Grunde liegenden Axen Hauptaxen sind, 

(16) Kes,= K; cos* « + K, cos? B + K,’ cos’ y. 
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Geht man von einem beliebigen rechtwinkligen Axen- 
system zu einem andern iiber, dessen Axen die Richtungs- 
cosinus d,, 0,, C3 Gs, bs, C3 3, 03, ¢, haben, so sind 

= a0 dy + Ge, Yy = a0 + boy + Ge, 
2, = a,% + bay + C52 
die Projektionen des Fehlers xz, y, z auf die neuen Axen; 
sollen diese Hauptaxen sein, so muss K,.., K:., und Kz, 
verschwinden; d. h. es muss : 
Cgtis Ky + baby Ky + €.6,Kz 
+ (b,¢5 + b3 62) Ky: + (6,3 + 632) Kee + (dab + a5 b,) Key = 0 
(17) a3, Kz + bb, Ky + c,¢, Ky 
+ (036, + C5) Kee + (C304 + 6, 45) Bee + (gd, + 4,05) Kay = 0 
a,a,K, + b,b,K, + ¢6,K7 
(O16 F 0904) Boys + (64g F621) Kee + (a,b, + O9b,) Key = 0 
werden; diese Gleichungen in Verbindung mit den sechs 
Gleichungen, welche zwischen den neun Richtungscosinus 
aus geometrischen Griinden bestehen, reichen zur Bestim- 


mung derselben aus. Ist diese Bestimmung erfolgt, so findet 
man leicht 


Ky, = a By + bP Ry + ep KY 
+ 2b,¢, Ky, + 2¢,a, Ke, + 24,6, Key 
(18) Ky, = Oy) Ke bby? Ky +> Cy? Ke 
+f 2d, ¢, Kye 200, Kin + 2dyb, Key 
Ke, = a5) Ky’ + 05? Ky + 05? Ke 
+ 2b,¢, Ky: + 2¢,a, Ke + 2a,b, Key. 
166, Tragt man auf jeder durch den Fehlerursprung 
laufenden Geraden von diesem aus eine Strecke @ ab derart, 


dass die Coordinaten a, y, beziehungsweise 2, y, 2 des End- 
punktes, auf die Hauptaxen bezogen, der Gleichung 


(19) Kyat + Kjyt = 
fiir die Kbene, beziehungsweise 
(20) Kee + Kye + Ke = 1 


fir den Raum geniigen, so folgt aus (13), respektive 
(16), dass 


— jib — 


(21) Wee i 
(22) Kiey =< 


Die Gleichung (19) stellt eine Ellipse, die Gleichung 
(20) ein Ellipsoid mit den Hauptaxen der Wahrscheinlich- 
keit als Axen dar. Es sind demnach die mittleren Quadrate 
der Projektionen des Fehlers auf beliebige durch den Fehler- 
ursprung gezogene Gerade durch die reciproken Quadrate der 
zugehérigen Radien einer gewissen Ellipse oder eines Ellip- 
soids dargestellt, fiir welche Gebilde sich die Bezeichnung 
Ellipse oder Ellipsoid der mittleren Fehler eignen 
wiirde. Man erkennt leicht den Zusammenhang, welcher 
zwischen der Ellipse der mittleren Fehler und der Central- 
ellipse des Wahrscheinlichkeitskérpers (-Fliche) besteht. Da 
namlich Ay das Trigheitsmoment in Bezug auf die zur Ge- 
raden # senkrechte Axe vorstellt, so ist die Ellipse der mitt- 
leren Fehler die um 90° gedrehte Centralellipse. — Zwischen 
dem Elhpsoid der mittleren Fehler und dem Centralellipsoid 
findet eine ahnliche Beziehung nicht statt, wie man schon 
daraus erkennt, dass Ky», nicht das Traigheitsmoment in 
Bezug auf eine Axe, sondern in Bezug auf die zur Geraden 
apy senkrechte Ebene durch den Fehlerursprung bedeutet. 

167. Man denke sich ein beliebiges rechtwinkliges Axen- 
system, den Fehler auf die Axen desselben projiciert und 
bilde die Mittelwerte dieser Projektionen. Fiir die X-Axe 
und fiir Fehler in der Ebene ist dieser Mittelwert gleich 


(23) Ke -| J e@aeay, 


——G —— Oo 


fiir Fehler im Raume 


(24) yes =f ff eedcayas 


fo fon) 


und bedeutet, wenn man auf die Gleichungen (1) und (2), 
Art. 161, Riicksicht nimmt, die Abscisse des Schwerpunktes 
des Wabhrscheinlichkeitskérpers. 

24" 
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Ist K, von Null verschieden, so driickt es den kon- 
stanten Anteil der Fehlerprojektion auf der X-Axe aus, 
ebenso K,’ fiir die Y-Axe und eventuell K, fiir die Z-Axe. 
Mit demselben Rechte hat man die Verbindungslinie des 
Fehlerursprungs mit dem Schwerpunkt K,, K,’ (eventuell 
K,) des Wahrscheinlichkeitskérpers als konstanten Anteil 
des Fehlers iiberhaupt aufzufassen, und bezeichnet man ihn 
mit K’, so ist 


(25) Hs 1 ek? 
beziehungsweise , 
(26) Ke = KP 4+ K+ Ke. 


Nach der Lage des Schwerpunktes des Wahrscheinlich- 
keitskorpers hat man zu unterscheiden: 

1) Konstante Fehler, welche immer dieselbe Grésse 
und Richtung haben und deren Wahrscheinlichkeitskérper 
sich auf einen festen ausserhalb des Fehlerursprungs liegen- 
den Punkt reduciert. 

2) Zufaillige Fehler, deren Wahrscheinlichkeitskérper 
seinen Schwerpunkt im Ursprung hat. 

3) Gemischte Fehler, bei welchen der Schwerpunkt des 
Wahrscheinlichkeitskérpers ausserhalb des Ursprungs liegt. 

168. Die Wirkung eines Fehlers besteht in einer Ver- 
schiebung des wahren Punktes von bestimmter Grésse und 
Richtung. Daraus folgt unmittelbar, dass Fehler, welche 
gleichzeitig einen Punkt beeinflussen, ebenso zusammengesetzt 
werden wie Krifte, Geschwindigkeiten etc. Sind die Fehler 
unabhiingig von einander, so ist die Wahrscheinlichkeit des 
zusammengesetzten Fehlers das 
Produkt aus den Wahrscheinlich- 
keiten der zusammensetzenden 
Fehler oder Componenten. 

Ist demnach OA, Fig. 7, ein 
gemischter Fehler, ® das Gesetz, 
welches er befolgt, S der Schwer- 
punkt seines Wahrscheinlichkeits- 
kérpers, so kann OA als das Resultat des Zusammenwirkens 
des konstanten Fehlers OS und eines zufilligen Fehlers 


Ay-- Caen RAE’, 


ZA iS" 


Fig. 7. 
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OA’ = SA betrachtet werden, und da die Wahrscheinlich- 
keit des ersteren gleich ist der Hinheit, so muss die Wahr- 
scheinlichkeit von OA’ notwendig dieselbe sein wie die von 
OA, Hs hat demnach der zufillige Fehler OA’ einen Wahr- 
scheinlichkeitskérper, welcher jenem des gemischten Fehlers 
OA kongruent und derart parallel verschoben ist, dass der 
Schwerpunkt mit dem Fehlerursprung zusammenfallt. Durch 
diesen einfachen Vorgang ist der gemischte Fehler von seinem 
konstanten Anteil befreit und auf einen zufilligen zuriick- 
gefiihrt. 

Wird ein Punkt von mehreren gemischten Fehlern be- 
einflusst, so denke man sich jeden derselben in seinen kon- 
stanten und zufilligen Anteil zerlegt: die Resultante aus den 
konstanten Anteilen gibt den konstanten Teil des Gesamt- 
fehlers, ebenso wie die Resultante der zufilligen Anteile 
seinen zufalligen Teil ergibt. Es geniigt, wenn dies fiir zwei 
Fehler nachgewiesen wird. Sind diese 2, 4, 2,3 Yo) Yo) 2; 
®, und ®, die Gesetze ihrer Wirksamkeit, so ist nach dem 
Prinzip der Zusammensetzung w,-+ % die Projektion des 
zusammengesetzten Fehlers w, y, 2 auf der X-Axe und ihr 
Mittelwert 


dl (a, + &y) B,D, da, dy, dz, dx, dy, dz, , 

(6) 
die Integration in Bezug auf jede der Variabeln zwischen 
den Grenzen — oo und oo ausgedehnt. Das Integral zer- 
fallt aber in die Summe 


fm Pdndy de, f D, di, dy, dz, 
(3) (3) 


+f ®drdy.de Lo Dy dX, AYy dey , 

(3) (3) 
welche mit Riicksicht aut die Gleichung (2), Art. 161 gleich- 
kommt 

£,D, dx, dy, dé, +f Ly Dy dx, AYs Aes ; 

, (8) 
dies ist aber die Summe der konstanten Teile der beiden 
komponierenden Fehler in ihren Projektionen auf der X-Axe. 
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Da ein Gleiches von den beiden andern Projektionen gilt, 
so ist damit in der That bewiesen, dass der konstante Teil 
des resultierenden Fehlers die Resultante aus den konstanten 
Anteilen der einzelnen Komponenten ist. 

Man sieht zugleich, dass, sofern die beiden betrachteten 
Fehler zufallig sind, auch ihre Resultante den Charakter 
eines zufalligen Fehlers hat. r 

169. Fir das mittlere Quadrat K, der Projektion des 
resultierenden Fehlers auf der X-Axe hat man den Ausdruck 


ic + Hq)’ D, D, dx, dy, dz, dad y_déz , 

(6) 
und dieser zerfallt, wenn man die Gleichung (2), Art. 161 
beachtet, in die Summe 


xD, dx, dy, dz, +f m2,do,dy,de, 
(3) (3) 
+ 2 | x,D,dx,dy,dz, | x,D,dx,dy,d Zz, 
(3) (3) 
d. h. es ist 
K, = Ky, + Ka, + 2 Kz, Kz, 
Dies kann auf eine beliebige Anzahl zusammenwirkender 


Fehler ausgedehnt werden und gibt, wenn man von dem Er- 
gebnis des vorigen Artikels Gebrauch macht, 


EK,’ — KP = > ke= D> K¥ 
In gleicher Weise ist 

Ki kp = eee Ke 

Ki 1G ie aia 


Durch Summierung erhalt man vermége (12), Art. 164, 
und (26), Art. 167 


(28) HK” Kat ie Ee aes 


Hiernach ist das mittlere Quadrat des resultierenden 
Fehlers vermindert um das Quadrat seines konstanten An- 


(27) 
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teils gleich der Summe der mittleren Quadrate der kom- 
ponierenden Fehler vermindert um die Summe der Quadrate 
ihrer konstanten Anteile. 

Ist a, y,, 2 2ufallig, x, ¥,, 2, konstant, so wird K;,=0, 
Ky, = K,? und die Gleichung (27) reduziert sich auf 


Wik = ‘C + ee ) 
woraus 
Ky, = Ky" — K,?. 
Schreibt man die analogen Gleichungen fiir die andern 
Projektionen an und bildet ihre Summe, so entsteht 


(29) ee Rae er 


Dies besagt, dass das mittlere Quadrat des von seinem 
konstanten Anteil befreiten Fehlers gleichkommt dem mitt- 
leren Quadrat des gemischten Fehlers vermindert um das 
Quadrat seines konstanten Anteils. 

Mit Riicksicht auf dieses Ergebnis kann der Gleichung 
(28) auch die Fassung gegeben werden, dass das mittlere 
Quadrat der vom konstanten Anteil befreiten Resultante 
gleich ist der Summe der mittleren Quadrate der ebenso 
modifizierten Componenten. 

170. Alle Ergebnisse, welche bisher abgeleitet worden 
sind, gelten ohne Riicksicht auf das Gesetz, welchem die 
Fehler folgen. Wir gehen nun dazu iiber, das Gesetz des 
Fehlers in der Ebene und im Raume aus seiner Entstehung 
und zwar unter der alleinigen Annahme abzuleiten, dass er 
das Resultat des Zusammenwirkens einer sehr grossen An- 
zahl derartiger Fehler sei. Dieses Gesetz bezeichnet Schols, 
wie schon einmal bemerkt worden, als das Grenzgesetz. 

Wenn man die simtlichen Fehler, als deren Resultante 
der betrachtete Fehler angesehen wird, auf eine durch den 
Fehlerursprung gehende Axe projiziert, so ist die Resultante 
dieser Projektionen die Projektion des Gesammtfehlers. Die 
Resultante einer sehr grossen Anzahl linearer Fehler, welche 
frei sind von konstanten Anteilen und in ihrem Gréssen- 
verhiltnis gewissen Bedingungen geniigen (s. Art. 38), folgt 
aber dem Gesetze 
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(30) Vague? nme 
wobei K” das mittlere Quadrat von x bedeutet. 

Die Aufgabe besteht nun darin, ein solches Gesetz fiir 
den Fehler in der Ebene oder im Raume aufzufinden, dass sich 
aus demselben fiir die Projektion auf irgend eine Axe das- 
selbe Gesetz ergibt, wie es durch Zusammensetzung der be- 
treffenden Projektionen der Hinzelfehler erhalten wird. Jenes 
Gesetz ist dann das gesuchte Grenpzgesetz. 

Wir wihlen zu Koordinatenaxen die Wahrscheinlichkeits- 
hauptaxen des Gesamtfehlers. Jeder Hinzelfehler werde zu- 
nichst auf diese Axen projiziert und nachdem man in jeder 
Axe die Resultante der Projektionen und ihr mittleres 
Quadrat gebildet, erhalt man in den drei Gréssen K,’, K,", K.” 
zugleich die mittleren Quadrate der Projektionen des Ge- 
samtfehlers. 

Projiziert man sodann alle EHinzelfehler auf eine durch 
den Fehlerursprung gehende Gerade mit den Richtungs- 
winkeln «, 6, y, so ist das mittlere Quadrat der Resultante 
dieser Projektionen zugleich das der gleichnamigen Projektion 
des Gesamtfehlers, nach Gleichung (16), Art. 165, 


K," cos? a + K," cos? B + K,” cos? y 
und ihr Gesetz demnach vermége (30) 


ur 
2(K,,"" cos? a-- Kk," cos* 8+ K,” cos® y) 


é 
V22(K,," cos® o +K," cos? B + K,” cos? y) i 
Nach Gleichung (3), Art. 39, kann aber w als Resultante 


von drei unabhingigen in der Geraden wfy wirkenden Fehlern 
aufgefasst werden, deren mittlere Fehlerquadrate 


K, cos?a, K,’ cos? B, K," cos? y 
sind. Nun ist aber K,’ cos? das mittlere Quadrat der 
Projektion eines Fehlers, welcher mit der in Rede stehenden 
Geraden den Winkel @ bildet und das mittlere Quadrat K,,” 
hat. Unter den Geraden, welche mit aBy den Winkel « 
bilden, befindet sich die X-Axe. Daher kann ein Fehler in 
der Geraden, welcher das mittlere Quadrat K,,” cos? « hat, 


set Ses 


als die Projektion eines Fehlers in der X-Axe angesehen 
werden, dessen mittleres Quadrat K,’’ ist. 

Ahnliche Schltisse gelten fiir die beiden andern Bestand- 
teile, Daraus folgt, dass die Projektion des resultierenden 
Fehlers auf irgend einer Geraden demselben Gesetze folgt 
wie die Resultante der auf dieselbe Gerade bezogenen Pro- 
jektionen dreier unabhiingigen Fehler, welche langs der 
Hauptaxen wirken und die mittleren Quadrate K,,”, K,’, K,’ 
aufweisen. 

Daraus ergibt sich der Satz: 

Die Resultante einer sehr grossen Anzahl von 

Fehlern in, der Ebene oder im Raume folgt dem- 
selben Gesetze wie die Resultante ihrer Projektionen 
auf den Hauptaxen der Wahrscheinlichkeit, diese 
Projektionen als unabhingig von einander be- 
trachtet*). 
"Aus diesem Satze folgt aber das verlangte Grenzgesetz 
in einfacher Weise. Denn die Wahrscheinlichkeit, dass die 
Resultante der Projektionen der Einzelfehler auf der X-Axe 
zwischen w und w + dz liege, ist 


die Wahrscheinlichkeit, dass die Resultante der Projektionen 
auf der Y-Axe zwischen y und y + dy falle, ist 


*) Bei Bravais ist dieser Satz fiir Fehler in der Ebene ebenfalls 
schon ausgesprochen, I. c., pag. 279. — In der Schiesstechnik, welche, 
was die Treffwahrscheinlichkeit betrifft, auf der Theorie der Fehler in 
der Ebene beruht, wird bis in die jiingste Zeit angenommen, dass der 
einzelne Fehler als das Resultat des Zusammentreffens von zwei un- 
abhingigen, in irgend zwei zu einander senkrechten Richtungen 
wirkenden Fehlern angesehen werden diirfe; bei vertikaler Zielflache 
waihlt man als solche Richtungen die Vertikale und die Horizontale 
durch den Zielpunkt. Der obige Satz zeigt, dass diese Anschauung 
im Allgemeinen nur in einem Falle richtig ist, wenn namlich die 
genannten Richtungen mit den Hauptaxen der Wahrscheinlichkeit 2u- 
sammenfallen. Ausser von Schols ist diese Thatsache in jtingster 
Zeit auch von anderer Seite erkannt und zu beweisen versucht worden, 
so von General Putz und Major Siacci. Vgl. Bertrand, Compt. 
rend., CVI, pag. 387 fig. 
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1 - 

6 IK dy; 
V 22K, 

y 

demnach die Wahrscheinlichkeit, dass diese Grenzen, als un- 

abhingige Hreignisse aufgefasst, zugleich eingehalten werden, 


2 ye 
“w” uw 
ELD S95 


V20K," V2x eg 


dx dy ; 
somit ist dem obigen Satze zufolge das Gesetz des Gesamt- 


fehlers 
ie ane 
G1) Piha (sig tonr) 
V22K,,” V20K,” 


In gleicher Weise findet man fiir einen riumlichen Fehler 

_ Gaetany tam) 
 2aK, 20K,” 22K, 

171. Die erste Ableitung des Gesetzes der linearen 
Fehler geschah auf Grund einer Hypothese iiber den wahr- 
scheinlichsten Wert einer wiederholt mit gleicher Genauig- 
keit beobachteten Grosse. Es liegt nun nahe, darnach zu 
fragen, ob die Hypothese des arithmetischen Mittels nicht 
einer Verallgemeinerung fahig sei fiir Beobachtungen in der 
Ebene und im Raume. Diese Verallgemeinerung ergibt sich 
ohne jeden Zwang, wenn man jene Hypothese geometrisch 
deutet. Denkt man sich die eimzelnen direkten Beobach- 
tungen einer Grésse unter Zuziehung einer willkiirlichen 
Maasseinheit durch Punkte einer Geraden dargestellt, so fallt 
die Annahme ihres arithmetischen Mittels iiberein mit der 
Wahl des Schwerpunktes jener Punkte. In der That ist die 
Hypothese, die wahrscheinlichste Lage eines Punktes, fiir 
welchen mehrere gleich genaue Beobachtungen vorliegen, sei 
der Schwerpunkt der beobachteten Punkte, bereits 1709 von 
Cotes*) ausgesprochen worden. Zur Ableitung des Gesetzes 


(32) D 


*) Aestimatio errorum in mixta mathesi, per variationes partium 
trianguli plani et sphaerici, Cantabrigiae 1722 (et Lemgoviae 1768). 
Die auf diese Hypothese von Cotes selbst gegriindete Regel, um aus 
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der Fehler in der Ebene und im Raume ist sie von Schols 
angewandt worden. 

Ks sei X, Y,Z der wahre Punkt; die aufeinanderfoleenden 
Beobachtungen mégen fiir ihn die Lagen X,, Y,, 7,3 Xy, Yo, 2g} 
X;, ¥;, Z3;... ergeben haben. Diesen Bestimmungen haften 
die Fehler ,, ¥,, 2, %y} Ys; 2; U3 Ys> 33 ++» an, wobei 


% = X—X, - 4—X—X, w1=—X—X,::: 
%H=Y-Y w= Y¥Y—Y y= ¥—Y;- 
Aa=L4Z—-L A= LZ—-ZL &=Z—Za::. 
Bezeichnet (x, y, 2) das Gesetz der Wahrscheinlichkeit 
des Fehlers x, y,2, so ist die Wahrscheinlichkeit a priori, 


dass die genannten I’ehler oder die Beobachtungen, welche 


sie herbeigefiihrt haben, zusammentreffen, proportional dem 
Produkt 


D(a,, 1, 2) P(Hz, Yo, #2) B(Xy, Ys, &5) - +: 


und dieses Produkt soll ein Maximum werden, wenn man fiir 
X, Y,Z die Werte 


Aree et Vrck Ye ele Z, +44, -+-25-F o% 
4 n 


n ? 1) 


annimmt oder wenn 


einer beliebigen Anzahl von Beobachtungev ein unbekanntes Element 
zu bestimmen derart, dass jede Beobachtung dabei proportional ihrem 
Einflusse auf das Element mitwirke, welche Regel mit der Methode 
der kleinsten Quadrate zusammenfillt, enthilt das erste durch wissen- 
schaftliche Erérterung gewonnene allgemeine Verfahren zur Lésung 
der angedeuteten Aufgabe, allerdings nur anwendbar auf den Fall 
eines Elementes. Vgl. Laplace, Théorie analyt. des Probab., pag. CLXV 
und 379, nation. édit. — Nicht als Hypothese, aber als Ergebnis der 
Methode der kleinsten Quadrate ist der Satz, dass die aus mehreren 
Bestimmungen eines Punktes im Raume resultierende Lage desselben 
mit dem Schwerpunkt der beobachteten Punkte zusammenfalle, von 
Legendre (Nouvelles méth., pag. 75) ausgesprochen worden; geradezu 
als die ,,wahrscheinlichste Lage‘ aus mehreren durch Beobachtung ge- 
fundenen ist der Schwerpunkt von Adrain (s. Art. 42) auf Grund des 
von ihm abgeleiteten Fehlergesetzes nachgewiesen worden, — Vel. 
auch Art, 43. 
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Ob & es =F vs == 0 
(33) Yip aU gi Oates 
2 +at+ 2+: =0 


gesetzt wird. 
Setzt man abkiirzungsweise 


0l-@ ol. @ 0l-@ 
Ce re a Whe Oo ee 
so kénnen die Bedingungen des Maximums kurz so an- 
geschrieben werden: . 


Py (@ 1,1, 41) + By es Yo, 22) + Ps, Ys, 2s) +--+ = 0 
(35) P22, 91, 1) + Be (%e, Yo, He) + Po (Us, Ys) 23) + = 0 

B3 (214%, %1) + Ps (We, Yo) 2) + Bs (%3, Ys) 25) ++ = 0. 
Diese Gleichungen sollen nun mit den Gleichungen (33) den- 
selben Inhalt haben. 

Fiir zwei Beobachtungen ist v7, +2,=—0, y, +y%=—0, 
2, + 4 =0, folglich 
(36) Be, 1%) = — Bi (— 4, —H, —%)- 

Fiir drei Beobachtungen hat man 2, + 2, + 7, = 0, 
Y¥, + y+ y; =90, 4 +% + 4 =O, daher mit Riicksicht 
auf (36) 
(37) B21, 41, 21) + Poe, Yo) 2) = Pua Wo, 41 + Yo % + 22)3 
hieraus ergibt sich, wenn man einmal in Bezug auf 2,, dann 
in Bezug auf x, differentiiert und rechter Hand von einem be- 
kannten Satze der Differentialrechnung Gebrauch macht, dass 


OF, (05 Yr» %) Bao OP, (ey Yas 29) 
Ox, OX, 


oder 


OP, (%, Y 2) = const 
Ox : 


Kine ahnliche Beziehung lasst sich in Bezug auf die beiden 
andern Variabeln y, 2 und die beiden andern Funktionen #,, 
nachweisen, und man schliesst daraus, dass 


P (a, Y; 2) = Ay U AE Ayo + A134 
Ps (a, Y, @) = Ay ® + Aggy + My32 
Ps (a, Y, 2) = Agy@ A Agey > yg. 
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Mit Riicksicht auf die Bedeutung dieser Funktionen — 
sie sind die Ableitungen ein und derselben Funktion von 
x,y, 2 in Bezug auf diese drei Variabeln — ist notwendig 


Ga 219 Gs, —= Aye Asg —= Age 


und /-@® von der quadratischen Form 


1 
= (ae + yy + M432)" + (A, 2 + agoy + Ay32)Y 
+ (45,2 + dsy -+ A332) 2 } 
nur um eine Konstante verschieden. Es ist demnach 


1 2 2 22 2 z 
fi i. Kew (1%? Ag Y* + Gigs 2 Bebe t ieiga ios FS a1) 

Als Ursprung des Koordinatensystems gilt hierbei der 
Schwerpunkt der beobachteten Punkte. Man kann aber den 
bisher beliebig angenommenen Axen immer solche Richtungen 
erteilen, dass die nichtquadratischen Glieder des Exponenten 
verschwinden. Die Koeffizienten der quadratischen Glieder 
miissen dann, soll ® thatsichlich eines Minimums fahig sein, 
negativy ausfallen. Mithin hat man als allgemeine Form des 
Fehlergesetzes 

o Es Ken RT RRL) 

Zur Bestimmung der Konstanten benittze man vorab 
die Gleichung (2), Art. 161; dieselbe ergibt (s. Gleichung (11), 
Art. 118) 


(38) = 


Bezeichnet man wie friiher den Mittelwert von x? mit 
K,, so ist 


wo wD oO 
° e 1 
— 5 (Att By + 022%) 
K,’ = ff fe : dx dy dz 
ao 
1 


00 = CD me OO) 


BS es 
= K | ae eae dx fe ee 6 Pate ths 
ae Hs Mis 
__ yc Vim Vix VE 


a BO? 
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also mit Riicksicht auf (38) 


1 
Ky =a a 
A? ? 
ebenso findet man 
w 1 ” 1 
K,’ =z, Ky = 


Mithin ist 


a y 22, 
Sea ea) 
heeer Py Aaa yey 


 ank,’ Y20K," 20K, 


die endgiltige Form des Fehlergesetzes, tibereinstimmend 
mit (32), Art. 170. 

Fiir Fehler in der Ebene vereinfacht sich die Ableitung 
und fiihrt zu dem Resultat (31), Art. 170*). 


§ 2. Genauigkeit der Bestimmung eines Punktes 
in der EKbene. 


172. Fiir die nun folgenden Untersuchungen empfieblt 
es sich, die Hauptaxen der Wahrscheinlichkeit zu Koordinaten- 
axen zu wihlen, weil dadurch die Analyse wesentlich verein- 
facht wird. 

Wir betrachten zunichst Fehler in der Ebene. Das 
wesentliche und niichstliegende, friiher schon formulierte 
Resultat besteht darin, dass 


cf a 2 
pa lerts) 
)  2nkK,” Vink,’ 
konstant bleibt fiir alle Wertverbindungen von # und y, 
fiir welche die mit einer Konstanten x gebildete Gleichung 


oe? y? 
(2) 2K -{- 2K,” = Xx 


besteht. Man bezeichnet die in dieser Gleichung enthaltenen 
Kllipsen als Fehlerellipsen. Ihre Halbaxen sind allgemein 


HV2Kn", “V 2K’. 


*) Hine direkte Ableitung des Grenzgesetzes der Fehler in der 
Ebene und im Raume nach dem Vorbilde der Bessel’ schen fiir lineare 
Fehler hat Schols 1887 gegeben in den Annales de I’Kcole Poly- 
techn. de Delft, Il], pag. 195 fig. 


= 00) 


173. Das mittlere Quadrat des Fehlers in der Punkt- 
bestimmung ist nach Gleichung (9), Art. 164, 


(3) KS ae Ge + Tea. 


der mittlere Fehler YA” der Punktbestimmung ist demnach 
geometrisch dargestellt durch die halbe Diagonale des Axen- 


: é ‘ 1 33 
rechtecks jener Fehlerellipse, welche zu x’ = > gehort. Aus 


diesem Grunde wurde diese Ellipse von Helmert*) als 
mittlere Fehlerellipse eingefiihrt; ihre Halbaxen sind 
VK,” und eit 

Vom Standpunkte der Mechanik ist 


Ky = ff P ddedy 


das Tragheitsmoment der Wahrscheinlichkeitsflache in Bezug 
auf die Y-Axe, und da 


so ist VK,” zugleich der Tragheitshalbmesser fiir diese Axe. 
Hiernach ist die mittlere Fehlerellipse 


ai Oleg 

tat 
gleichbedeutend mit der Zentralellipse und alle Fehlerellipsen 
sind der Zentralellipse ahnlich. Ihre Konstruktion aus einem 
System beobachteter Punkte kann also nach den Methoden 
der graphischen Statik vor sich gehen. 

Diese Ergebnisse gelten unter der Voraussetzung, dass 
der Schwerpunkt mit dem Fehlerursprung zusammenfallt; 
findet dies nicht statt, hat vielmehr der Fehler einen konstanten : 
Anteil, so tritt an die Stelle der Zentralellipse die auf den 
Ursprung bezogene Trigheitsellipse**). 

174. Die Bestimmung des durchschnittlichen Fehlers 
fiihrt auf ein elliptisches Integral. ine interessante geo- 


*) Ausgleichungsrechnung, Leipzig, 1872, pag. 236. 
**) Vol. Jung, Compt. rend,, CVI, pag. 1001. 
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metrische Deutung desselben hat Bravais gegeben. Fiihrt 
man in der ihn bestimmenden Gleichung 


SN) TAs (ee Y are eas 
0 =O 


an Stelle von w die neue Variable € durch die Gleichung 
x = Ey ein, so wird dx = yd& und 


K’ = Var Ke offer Ky" ) p VE H Tab dy; ; 


durch Ausfiihrung der auf y beziiglichen Integration er- 
gibt sich 


lo) 
ad 


pes 2 (7 ++ 1)* 

(4) a6 -/- 7K : ~y dé. 
y (x ue 1 Ne 
ev om Ey 
0 

Andererseits ist das Bogendifferential der Ellipse 
2 y? ~~ 
a tp} 


transformiert man dasselbe durch die Substitution 
“= ty, 


vermége welcher die Hllipse durch das Gleichungspaar 


dargestellt und 


ist, so kommt 


ds = 


Posey 
(+3) 


und der Umfang der Ellipse wird 


i 1\2 
(G+ ni) 
z 6 


Pe te 
si fVRZ PEO g pas S| Ha) ay 


Pe 1 \ 2 
0 ((: YW 7 


Setzt man aber hierin ¢ = _ —, hierauf a? = ae 

i ae wobei f einen vorliufig unbestimmten Faktor be- 
y 

zeichnet, so erlangt der Ausdruck fiir den Umfang die Form 


oa) 
1 


2 235 
pes ae : Gie}) - dé. 
y & iL \ay 
e Ge ag x) 


0 


Dies stimmt der Form nach mit (4) iiberein und auch dem 
Werte nach dann, wenn 


PAVig se es 
AMEE mK K 


2 easy) 
oder wenn 


1 mr us, 

(ae EG 
Die zugehérige Ellipse hat die Gleichung 
CS 


8x ? 


Ke. a2 == ie y? pues 


ist also den Fehlerellipsen ahnlich, jedoch um einen rechten 
Winkel gegen dieselben gedreht, oder dbnlich und &hnlich 
liegend mit der Ellipse der mittleren Fehler (s. Gleichung (19), 


Art. 166), und hat die Flache + a GaN KEK 


Der durchschnittliche Fehler der Punktbestimmung wird 
also dargestellt durch den Umfang einer Ellipse, welche den 


Czuber, Theorie der Beobachtungsfehler. 25 
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Fehlerellipsen ahnlich ist und zur Flache = des Axenrecht- 
ecks der mittleren Fehlerellipse hat. 

175. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler zwischen 
den Grenzen g und 9 + dg liege, ist zufolge der Gleichung (3), 
Art. 162, proportional 


27 


A @ ee ee #) 
a Ee ie ee ee ee 
anVK, Ky 


0 


Gibt man dem Exponenten die Form 


Se KOh et hes Ky’ — kK,’ 
£3 Ga Sree) 


4 sie ICs Ke + ice 

und setzt 

eo K ” 5, K ar 

=u) Kk” SS 
Q V ’ gee ae K, ? 
so wird 
(K, + K,")? 1 

MEIGS roy 

und 


27 


= = dy cena) 
5 @,, i) ——| ee thrn — ste d 
(5) VS eer sf: p 


0 
Das Integral kann nur mittels einer Reihenentwicklung 
berechnet werden. 
Aus dem eben gefundenen Resultate lisst sich unmittel- 


bar die Wahrscheinlichkeit*) @(¢/ K”) bestimmen, dass @ 


in dem endlichen Intervall 0 bis 6Y K” eingeschlossen sei; 
es ist nimlich 


0 27 
rr) ur 
rT 1 Se 2¢) 
O(oV K ne ia aah ududg. 
aV1i—v 
0 0 


Nachdem man die Integration in Bezug auf w ausgefiihrt 
hat, wird 


*) Das Zeichen @ hat hier zwar eine ithnliche wahrscheinlichkeits- 
theoretische, aber eine andere analytische Bedeutung wie bei linearen 
Fehlern. 


: 22 27 
ry z o* 
——— — ——,, (l—1 cos 2) 
—7 pee 2 1— 172 
@(oV Kk”) — V—” fd Rake iy RCA SS ane 
2% 1— v cos 2g 1— » cos 2 
0 -0 
somit schliesslich 
27 
via = wer a 3 1—rcos2 yp) 
6) @ Mi) eecip gee gee eel Cee 
(6) (oV K") =1 Qn i ymeree OP 


Das hier auftretende Integral kann wieder nur naherungs- 
weise mittels Reihenentwicklung berechnet werden. 


176. Bezeichnet 6, denjenigen Wert von o, welcher der 
Gleichung 


o% 
5 1—1cos2 
(7) Vi-—» fe eat mere a pate 
20 1—vcos2p ae STS 


entspricht, so ist 
(8) R=6,)V K” 


der wahrscheinliche Fehler der Punktbestimmung in dem 
Sinne, dass es ebenso wahrscheinlich ist, der Punkt lege 
ausserhalb wie innerhalb eines mit dem Radius A aus dem 
Fehlerursprung beschriebenen Kreises. Wie die Gleichung (7) 
zeigt, hangt 6, von v ab. Die dussersten Werte von vy sind 
+ 1 und 0; der Fall + 1 tritt fiir lineare Fehler ein, wenn 
namlich entweder K,” = 0 oder K,’ = 0 ist, und dann hat 
man 6, = 0,67449; der Wert 0 von » setzt K,” = K,’ 
voraus und entspricht dem Falle, wo die Fehlerellipsen in 
konzentrische Kreise tibergehen; Gleichung (7) lautet dann 


1 


e— oO” Sy 


und gibt 6, = 0,83256. Zwischen diesen Grenzen bewegen 
sich die Werte von 6,; einige derselben sind nach den Rech- 
nungen von Schols nachstehend mitgeteilt. 

25 


a 


Vv io Vv 6; 
0,0 0,8326 0,6 0,7785 
0,1 0,8312 0,7 0,7562 
0,2 0,8271 0,8 0,7289 
0,3 0,8200 0,9 0,6989 
0,4 0,8098 1,0 0,6745 
0,5 0,7962 


177: Abgesehen von den analytischen Schwierigkeiten, 
welche sich bei Betrachtung von,Fehlern gleicher Grdsse 
ergeben haben, entspricht es der Natur der Sache besser, 
Lagen gleicher Wahrscheinlichkeit zu verfolgen und daher 
die Ebene statt durch konzentrische Kreise durch Fehler- 
ellipsen in Elemente zu zerlegen. 

Bezeichnet man die Fliche der Ellipse (2), Art. 172, 
mit u, die Anderung, welche sie erfihrt, wenn x in x + dx 
iibergeht, mit dw, mit ®, den den Punkten dieser Ellipse 
entsprechenden Wert von ®, so ist ®,du die Wahrscheinlich- 
keit, dass der Punkt in den Ring zwischen den beiden be- 
nachbarten Ellipsen x? und (x + dx)® fallen werde. Nun ist 


(9) \ w= 2a VK, EK, , 
folelich ents) 
du = 4audxV K," K,’ 
und im Hinblick auf (1), Art. 172, 
(10) @,du = 2ne—* dx. 
Daraus folegt dafiir, dass der Punkt ausserhalb der 
bezeichneten Ellipse zu liegen komme, die Wahrscheinlichkeit 


4 WD 
a 


(11) J @, du = e-” 
und somit die Wahrscheinlichkeit, dass er innerhalb der 
Ellipse liege, 
(12) O(x)=1—e-*. 
Kine bemerkenswerte Fassung hat Bravais dem Re- 


sultat (11) gegeben. Er fiihrt eine Fehlerellipse, deren 
Fliche 1 ist, unter dem Namen Fundamentalellipse ein. 


— 21980 = ° 


Bezeichnet man den ihr zugehérigen Wert von x mit x,, so 
folgt aus Gleichung (9) 


18 2 ie Ae 
( ) Hy 2nVK," K,” ? 

und es kann dann Gleichung (9) in der Form 
(14) —— 


geschrieben werden; setzt man den hieraus fliessenden Wert 
von x in (11) ein, so wird die iiussere Wahrscheinlichkeit 
fiir die Ellipse von der Fliche w gleich 
(ny 
d. h. sie wird gleich der fussern Wahrscheinlichkeit fiir die 
Fundamentalellipse erhoben zur Potenz wu. Daraus kann 
schon geschlossen werden, wie rasch die dussere Wahr- 
scheinlichkeit mit dem Wachsen der Fehlerellipse sich Null, 
die innere Wahrscheinlichkeit der Hinheit nihert. 
Hinige Werte von @(x) sind nachstehend nach den 

Tabellen von Schols zusammengestellt. 

x O(x) % O(n) 

0,0 0,0000 1,2 0,7631 

0,1 0,0099 14 0,8591 

0,2 0,0392 1,6 0,9227 

0,3 0,0861 1,8 0,9608 

0,4 0,1479 2,0° 10,9817 

0,5 0,2212 2,2 0,9921 

0,6 0,3023 2,4 0,9968 

0,7 0,3874 2,6 0,9988 

0,8 0,4727 2,8 0,9996 
0,9 0,5551 3,07 0,9999 

1,0 0,6321 

Diejenige Ellipse, bei welcher die 4ussere Wahrscheinlich- 

keit der innern gleichkommt, nennt man die wahrschein- 
liche Fehlerellipse; der ihr zugehdrige Wert von x ist 
die Wurzel der Gleichung ; 


Ca es ee 


=>, 
d, i. % = 0,83256, ihre Halbaxen sind also 
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0,83256 V2 K,” = 117741 VK,” 
0,83256 2K," = 117741/K,’, 
so dass sie aus der mittleren Fehlerellipse durch lineare 
Vergrésserung in dem Verhiltnis 1: 1,17741 hervorgeht. 
178. Mit Riicksicht auf die Gleichungen (13) und (14) 
ist fiir jeden Punkt der Ellipse (2), Art. 172, 


— y 20—%7u-. 
OD, = 4,°e—4 %; 


(15) 


multipliziert man diese Funktion rit dem an einen solchen 
Punkt, dessen Polarkoordinaten 9, p sein mégen, anstossen- 
den Element ededg der Ebene, so ergibt sich die Wahr- 
scheinlichkeit fiir die Lage des Punktes in diesem Element. 
Heisst aber der zu gm gehorige Leitstrahl der Fundamental- 
ellipse 9,, so ist vermége der Ahnlichkeit, welche zwischen 
dieser und den andern Fehlerellipsen besteht, 


oe, 2 
Q = 0, 4, 


somit ede = . o,’du und 
D,odedg = $ Q,°x;"e-* * dud. 


Integriert man diesen Ausdruck in Bezug auf @, respektive wu 
zwischen den Grenzen 0 und ow, so driickt 


o 1 
(16) dp | P.0de = 5 0 dp 
0 


die Wahrscheinlichkeit aus, dass der Punkt in den durch 
die Strahlen m und » + dq begrenzten Sektor der Ebene 
falle. Diese Wahrscheinlichkeit wird also durch den zu- 
geordneten Sektor der Fundamentalellipse dargestellt. Diese 
Higenschaft tibertragt sich auch auf Sektoren mit endlichem 
Centriwinkel. 

Man kann das letzte Resultat auch dahin deuten, dass 
die Wahrscheinlichkeit, der Punkt weiche von der wahren 
Lage in irgend einer Richtung ab, proportional ist dem 
Quadrate des durch diese Richtung bezeichneten Halb- oder 
Durchmessers der Fundamental- oder irgend einer festen 


Fehlerellipse. 
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179. Durch jeden Punkt der Ebene geht eine und nur 
eine Fehlerellipse; jedem Punkte entspricht daher als charak- 
teristische Zahl ein bestimmter Wert von x*, welcher sich 
ergibt, wenn man seine Koordinaten in die Gleichung (2), 
Art. 172, einsetzt. Wenn also nach (10), Art. 177, 2xe—” dx 
die Wahrscheinlichkeit ausdriickt, ein Punkt falle zwischen 
die Ellipsen x? und (x + dx), so kann derselbe Ausdruck 
auch als Wahrscheinlichkeit gedeutet werden, der einem 
Punkte der Ebene zugeordnete Wert von x? falle zwischen 
die Grenzen x? und (* + dx), In diesem Sinne kann von 
einem Mittelwert von x? gesprochen werden und derselbe ist 


(17) pe dx = 1. 
5 


Hat man also zu einer sehr grossen Anzahl beobachteter 
Punkte die zugehérigen Werte von x” berechnet und ihren 
Durchschnitt gebildet, so ist dieser Durchschnittswert von 
der Einheit mutmaasslich nur wenig verschieden und zwar 
um so weniger, je grésser die Punktmenge ist. 


180. Anschliessend an die allgemeine Theorie soll nun 
die Lésung der Aufgabe vorgefiihrt werden, auf Grund eines 
aus Beobachtungen oder Versuchen hervorgegangenen Punkt- 
systems das zugehorige Fehlergesetz festzustellen unter der 
Voraussetzung, dass es die Gestalt des Grenzgesetzes auf- 
weilse. 

In einer Ebene sei eine sehr grosse Anzahl von Punkten 
gegeben, deren jeder als eine Bestimmung eines bezeichneten 
oder eines unbekannten Punktes zu betrachten ist, von 
welchem er infolge verschiedener IFehlerursachen abweicht; 
vorausgesetzt wird, dass alle Punkte unter gleichen Um- 
stiinden oder mit derselben Genauigkeit bestimmt worden sind. 

Man bestimme den Schwerpunkt des Punktsystems ent- 
weder durch geometrische Konstruktion oder durch Rechnung, 
indem man die Punkte auf ein beliebiges rechtwinkliges 
Koordinatensystem bezieht und die Koordinaten X;, Y; jedes 
einzelnen in Zahlen ausdriickt; es sind dann, wenn m die 
Anzahl der Punkte bezeichnet, 


(1) harea’a! ox eaaen 


die Koordinaten des Schwerpunktes. 

Im ersten Falle, wo die einzelnen Punkte als Bestim- 
mungen eines bezeichneten Punktes auftreten, kann der 
Schwerpunkt mit diesem zusammenfallen oder von ihm ver- 
schieden sein; geschieht das erste, so ist der der Punkt- 
bestimmung oder den Versuchen anhaftende Fehler von einem 
konstanten Anteil frei; tritt das letztere ein, so stellt die 
Verbindungslinie des bezeichneten Punktes mit dem Schwer- 
punkte den konstanten Teil des Fehlers dar. 

Im zweiten Falle, wo die einzelnen Punkte als Bestim- 
mungen eines unbekannten Punktes anzusehen sind, be- 
zeichnet der Schwerpunkt die vorteilhafteste, beziechungsweise 
die wahrscheinlichste Bestimmung seiner Lage. 

Wie dem auch sel, wenn man nun den Ursprung des 
Koordinatensystems nach dem Schwerpunkt verlegt und die 
Koordinaten des Punktes 7 in Bezug auf dieses neue System 
mit %;, y; bezeichnet, so reprisentiert die Strecke zwischen 
dem Koordinatenanfang und dem Punkte %;, y; den Fehler 
des letzteren nach Grosse und Richtung. Wenn angenommen 
werden kann, dass der Febler jeder Bestimmung aus dem 
Zusammenwirken einer sehr grossen Anzahl von Fehler- 
ursachen entsprungen sei, so ist das Gesetz des Fehlers von 
der Form 


/ =. 2 
(2) BD xe V1 Mae Te g(a a? 42a zy bans 9%) 
v4 


und es handelt sich zunichst darum, auf Grund der gegebenen 
xi, Yi die Koeffizienten a,,, dj), de, zu. bestimmen. 

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei beliebigem Werte von y 
der Wert von a in das Intervall x bis ~ + dz falle, ist 


ine) 


Lee} 
We Va ee ie 
an f Ody = V G1 G9 — Ay" ax E— (Gr 2? + 2a wy +a y?) dy 
% e 
— DW * 


—o 


———_—_———, 1 Agn — Ayo” 

: 2 ee Se 

Qy4%9— Us Srey: 

= V/ Az} _ 18g a dx ; 
% Og5 
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hieraus folgt als Mittelwert von a? 


oO 


a ae _ a1 yn — My” x? 
A114 Ugg — % a, 
(3) Kira emaee fare = de 


T Ass 2 (A, 1 Myy — M2”) 


—a 


In Shnlicher Weise findet man 


(4) K/' = Fda bea 


Endlich ist der Mittelwert des Produktes xy gleich 


oo ive) 
Sa CT oe a ‘ate y ea A 
KL y= | aaee 4 xye—Gxrr + 2a .xy+any) day dy 


—O—®O 
eo wo 
SS y1 Ang — Ayo” 1 
2 pe a at ia RS Oe ete 2 
V G41 G9 — As Fi x 5 (don Y-++4y2 ®) : 
= xe 22 dx J ye ™ dy; 
7 e 
e o/ 
—@ —ao 


die erste Integration gibt, wenn man ay Sm ae setat, 


A32 
a,.V a 
Ne es x, 
V do» 
so dass weiter 
ies) 
ere 2 5 __ 1 22 = a? 2 
i Vas Ao — thy ali ae. om da, 
ge V G55 
—o 
d. i. endlich mit Riicksicht auf (3) 
Vi a 
(5) Key a - 


2 (Ay, Gyo — 5”) 


Aus den Gleichungen (3), (4) und (5) ergibt sich nun 
umgekehrt 


ie 
fo a eee 
Ki" 
(6) ea Kok Ke, 
Ay ee 


~ 2K 5) 
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Ist nun die Anzahl » der Punkte sehr gross, so darf 
man, ohne einen beachtenswerten Fehler fiirchten zu miissen, 
die Gleichungen anschreiben 


= [wa] 
4 n 
(7) ky = 


wenn man diese Bestimmungen in (6) eintriigt, so sind die 
Koeffizienten in (3) ziffermassig bestimmt und es kénnen 
alle weiteren Konsequenzen dieser Formel gezogen und mit 
den vorliegenden Thatsachen verglichen werden. Insbesondere 
kénnen mit Hilfe der Gleichung (14), Art. 165, die Haupt- 
axen der Wahrscheinlichkeit, dann mit Hilfe von (15) des- 
selben Artikels die mittleren Quadrate der auf sie bezogenen 
Fehlerprojektionen berechnet und das Fehlergesetz dann in 
der Form (31), Art. 170, aufgestellt werden. Die Wahl der 
Hauptaxen bietet den besonderen Vorteil, dass mit Bezug 
auf dieselben die Fehlerprojektionen als unabhingig an- 
gesehen werden diirfen. 


181. Der erste der beiden oben differentiierten Falle er- 
gibt sich bei Schiessversuchen. Der bezeichnete Punkt der 
Ebene ist der Zielpunkt, die beobachteten Punkte sind die 
Treffpunkte der Geschosse, ihr System das sogenannte 
Trefferbild. 

In der Schiesstechnik ist es tiblich, die Spur der Schuss- 
ebene auf der Zielfliche (oder die durch den Zielpunkt zu 
ihr gefiihrte Parallele) als die eine, und die durch den Ziel- 
punkt dazu gelegte Senkrechte als die andere der beiden 
Axen anzunehmen, auf welche man die Treffpunkte bezieht, 
und die Abweichungen der letzteren von den genannten Axen 
wie unabhingige Fehler zu behandeln. Dieses Verfahren, 
ohne Begriindung hingestellt, wiirde zu richtigen Resultaten 
nur dann fiihren, wenn die bezeichneten Linien die Haupt- 
axen der Wahrscheinlichkeit wiren; im Allgemeinen aber 
ist es unrichtig. 
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Wie Schols bemerkt, werden vermége der Symmetrie 
der Geschiitze in Bezug auf die Schussebene die erwihnten 
Linien in der That annihernd mit den Hauptaxen der Wahr- 
scheinlichkeit zusammenfallen. Die Bemerkung wird wohl 
bei schweren Geschiitzen mit fester Aufstellung, bei Hand- 
feuerwaffen aber kaum zutreffen, eben so wenig wie bei ge- 
zogenen Geschiitzen. Hier also sollte das im vorigen Artikel 
erliuterte Verfahren Anwendung finden, 


182. Als interessantes Beispiel, das geeignet ist, die 
vorgetragenen Theorien zu bestiitigen, mdgen die Schiess- 
versuche vorgefiihrt werden, welche Bertrand in seinem 
Cale. des Probab., art. 185—187 in der beschriebenen Weise 
behandelt hat. 

* Von zehn Schiitzen wurden aus zehn Handfeuerwaffen 
desselben Modells auf eine Scheibe in 200 m Distanz je 
zehn, im Ganzen also 1000 Schiisse abgegeben. Die Treff- 
punkte sind ohne Zweifel*) auf die durch den Zielpunkt ge- 
fitihrte Vertikale und Horizontale bezogen worden und es 
ergaben sich fiir den Schwerpunkt (mittleren Treffpunkt) 
die Koordinaten 


X= 0.08; m> Y=021 m, 


so dass Y0,08? + 0,212 = 0,225 m die Grésse des konstanten 
Fehleranteils ist. 

Nachdem das Trefferbild auf den mittleren Treffpunkt 
bezogen worden war, ergaben sich mittels der Koordinaten 
der einzelnen Punkte die Werte 


Ky = 568,255, Kj = 648,666, Kz, = 33,221. 


Hieraus berechnen sich mittels der Gleichung (14), 


Ariel 65; 


” 

’ i 

5 hae 79 
eke 


die Winkel, welche die Hauptaxen der Wahrscheinlichkeit 


*) Wie dies ganz allgemein iiblich ist; bei Bertrand ist dariiber 
nichts bemerkt. 
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mit der positiven Abszissenaxe des zu Grunde gelegten 
Systems einschliessen, und zwar 


b=—19947, y+ >=—10°13; 


es besteht also eine ganz betrichtliche Abweichung der 
Hauptaxen von den urspriinglich angenommenen Linien. 

Man findet ferner auf Grund von (6), Art. 180, die 
Koeffizienten 


iy, = 0,0008825, dy, = 0,0007732, a4. = — 0,0000452 


und kann mit denselben die allgemeine Gleichung der Fehler- 
ellipsen 


‘ 1H" + Zayyty + Ayoy? = x* 
bilden. 


Fiir die innere Wahrscheinlichkeit der Ellipse x? wurde 
(s. Gleichung (12), Art. 177) der Ausdruck 


O(n) = 1—e-” 
gefunden; setzt man der Reihe nach 


O(x) = 0,1, socwird. 2? = 00537 


02 0,22315 
03 0,35668 
0,4 0,51083 
0,5 0,69315 
0,6 0,91630 
0,7 1,20398 
0,8 1,60944 
0,9 2.30259 ; 


hierdurch sind neun Fehlerellipsen charakterisiert, welche 
die ganze Kbene in zehn ungleiche Regionen einteilen, deren 
jede mutmaasslich den zehnten Teil der Schiisse, also deren 
100 enthalten sollte. 

Die wirkliche Zihlung ergab*): 

*) Die Zahlen weichen von den Bertrand’schen an drei Stellen 
ab, und zwar infolge eines Versehens, das bei ihm in der Zahlenreihe 
der «? unterlaufen ist und dadurch, dass er zwei an der Scheibe vor- 
beigegangene Schiisse nicht zihlt. 
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Region ‘Treffpunkte Abweich. v. d. mutm. Zahl. 


I 99 aha 
I 106 206 
TI 100 0 
IV 108 zehite 
Vv 100 0 
VI 118 2218 
atl 86 oe 14 
Vil 94 Buta: 
IX 90 +10 
Xx 99 stale | 
1000 


Wenn schon der Anblick dieser Zahlen eine befriedigende 
Ubereinstimmung mit der Theorie erkennen lisst, so wird 
ein genaueres Hingehen dies noch deutlicher zeigen. 

Ist allgemein p die auf eine Region beziigliche Wahr- 
scheinlichkeit des Treffens, m die Anzahl der abgegebenen 
Schtisse, so ist »p die wahrscheinliche Anzahl der Treff- 
punkte in jener Region; bezeichnet v die beobachtete An- 
zahl, so ist der Mittelwert von 


(v — np) 
das mittlere Quadrat der Abweichung zwischen v und np. 
Entwickelt lautet dieser Ausdruck 
v® — 2ynp + np? 
und verwandelt sich, da der mittlere oder wahrscheinliche 
Wert von v gleich np ist, zunachst in 
M(v*) — n?p?. 
Um den Mittelwert von v? zu bestimmen, gehen wir 
von der Entwicklung 
+4" = Does 
aus, in welcher, wenn g=1-—vp, das allgemeine Glied A, p, 
die Wahrscheinlichkeit vorstellt, dass das EHreignis, dessen 


Wahrscheinlichkeit » ist, in m Versuchen v mal eintrifft; 
folglich ist 


Mi) — >) A,p’. 
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Wenn man aber die vorangehende Gleichung in Be- 
zug auf p differentiiert und hierauf mit p multipliziert, so 
findet man 


np(p -+ q)*—* = > vA: p 


und nach nochmaliger Wiederholung des namlichen Vorgangs 


np(p + gy? + n(n — 1)p?(p + gy? = >) A ps, 
so dass wegen p-+q = 1 
M(v?) = np? + npq. 
Es ist demnach schliesslich das mittlere Quadrat der 


Abweichung v — np zwischen dem beobachteten und dem 
wahrscheinlichen Wert gleich 
npg. 

In unserem Falle ist = 1000 und fiir jede der zehn 
Regionen p= 0,1, ¢ = 0,9, daher dieses mittlere Quadrat 
gleich 90. Die Quadrate der beobachteten Abweichungen sind 

Pe36 5.005: G45..05, - Beene SO SO; elOO ele 


ihr Mittelwert 73,8 liegt unter dem theoretischen Betrage 90. 
Man kann diese Betrachtung noch in einer andern Rich- 
tung ausniitzen. Zihlt man nimlich die Treffpunkte, welche 
innerhalb der aufemmander folgenden EHllipsen enthalten sind, 
so ergeben sich folgende Zahlen: 
Ellipse Treffpunkte Mutm. Anz. Abweich. 


1 99 100 ae 5] 
2 205 200 BAS 
3 305 300 aad 
4 418 400 at 
5 518 500 me 
6 631 600 254 
7 He 700 Lea 
8 811 800 Pig 
9 901 900 Eisele 


Rechnet man nun den Ausdruck npq fiir p= 0,1, 0,2, - 
0,9 und vergleicht die so gefundenen mittleren Quadrate mit 
den beobachteten, so kommt man zu den Zahlenreihen: 
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Ellipse Beobacht. Quadr. Mittlere Quadr. 
der Abweich, der Abweich. 


1 i! 90 
2 25 160 
3 25 210 
4 169 240 
5 169 250 
6 961 240 
i 289 210 
8 121 160 
9 1 90 


welche die Theorie aufs Neue in befriedigender Weise be- 
stiitigen. Hs zeigen nimlich die beobachteten Quadrate an- 
nahernd denselben Gang wie die mittleren und liegen, mit 
zwei Ausnahmen, unter diesen. 

Nachdem fiir jeden Treffpunkt mittelst seiner Coordinaten 
der zugehérige Wert von x? berechnet worden war, ergab 
sich als Mittelwert der verschiedenen x® der Betrag 0,981 an 
Stelle des theoretischen Wertes 1. Die Abweichung betrigt 
also 0,019, ihr Quadrat 0,0004. 

Der Mittelwert dieses Quadrates ist der mittlere Wert 
des Ausdrucks 

Precis Ee alee aga ae 2 
( “—1), 


” 


dessen Entwicklung 


Leth Dew 2 Det. oss 


lautet; da nun der Mittelwert eines jeden x® gleich 1 und 
der Mittelwert eines jeden x* gleich 


i 2H°e-? dx = 4f we-*“ du = 2 
0 0 


ist, so hat man fiir den genannten Mittelwert 


im vorliegenden Falle, wo n = 1000, ist er 0,001, also grésser 
als das beobachtete Quadrat 0,0004. 


K 


~ 
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§ 3. Genauigkeit der Bestimmung eines Punktes im Raume. 


183. Die vornehmste und wichtigste friiher schon er- 
waihnte Higenschaft des Gesetzes der raumlichen Fehler be- 


steht darin, dass 

(1) BAT: V2 kK,’ 20k,’ 20K,’ 

konstant bleibt ftir alle Wertverbindungen von 4, y, 2, welche 
der Gleichung 


we” y* g? 2 9 
(2) 2K,” ae 2K,” 4p Py aioe ‘ 


geniigen, in welcher x” eine beliebige positive Konstante be- 

zeichnet. Die Ellipsoide, welche durch diese Gleichung dar- 

gestellt sind, wird man Fehlerellipsoide nennnen. Ihre 

Halbaxen sind allgemein x V2K,", x V2K,", «V2K.’. 
184. Das mittlere Quadrat des Fehlers in der Punkt- 

bestimmung ist (s. Gleichung (12), Art. 164) 

) KY = K+ Ky + Ky 

der mittlere Fehler YK” selbst ist also dargestellt durch 

die halbe Diagonale des Axenparallelepipeds jenes Ellip- 


soids, welches x” = = entspricht; man wird dieses Ellipsoid 


das mittlere Fehlerellipsoid nennen; seine Halbaxen sind 


VEL", VE", VIP 

185. Der durchschnittliche Fehler hingt wie in der Ebene 
von elliptischen Integralen ab und lisst ebenfalls, wie Bra- 
vais gezeigt hat, eine bemerkenswerte geometrische Deutung 
zu. Sein TEE ist bestimmt durch 


hE: (Eh) 
=— 8 2? 
V20K,’ ‘Vink,’ y2n mK,” a Va ng: ne, dt Bs 


fiihrt man an Stelle von a, y neue mnab anil. Variable & 
ein durch die Gleichungen 


ti (ER; UPS ieh 


so wird 


age +z) 
aS as sae a Yank,” AVE + 9? + Ldgdy de 


und nach Ausfiihrung der Integration, die auf 2 foe bezieht 


eC a Ly CE 1? 

4) K'= pest 

(4) Tyee 2 eff il ai 3 dEdy. 
2 ra ieee 


Andererseits ist das Oberflichendifferential des Ellipsoids 
a? y* g? 
S+e+5=1 


dS = V1 AS + eae, ae dady. 


Setzt man w = tz, y= wz, so wird 


gleich 


und 


folglich die Oberfliche des Ellipsoides (das Integrationsgebiet 


in den neuen Variablen ist durch die unendlich ferne Gerade 


begrenzt) 


1 
seyret 1\2 
atta 
" rc £3) dtdu. 
(5 +p Shee 


Wird nun t=% ey 


“wy 
Ned (6) 
Kr © =, gesetzt, wo - eine noch unbestimmte 
; : 


Konstante bezeichnet, so geht der letzte Ausdruck tiber in 
Czuber, Theorie der Beobachtungsfehler, 26 


et ee ogee ae ff oe 6 ae 7 ae y? , dédy 
ne OW ig =) 


und dies stimmt der Form nach mit 7 iiberein, aber auch 
dem Werte nach, wenn 
f ne nie SPI 


(00) 
= — also f= @ eee 


TIES OV on RRS © 
Darin bezeichnet w die Lingeneinheit. Das zugehorige Ellip- 
soid hat die Gleichung 


Ke? 4+ By + Ki 2 =o 


ist also dem LEllipsoid der mittleren Fehler ihnlich (s. 
Gleichung (20), Art. 166). Der durchschnittliche Fehler 
ist also durch die Oberflichen-Maasszahl eines gewissen, 
dem Ellipsoid der mittleren Fehler ahnlichen Ellipsoides dar- 
gestellt. 

186. Das Gesetz der Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 
o unabhiangig von der Richtung ist Gleichung (4), Art. 162) 


oe 
Qe 3 


(an)? V K, Bie Chee 


Oa Gs - gore ay. sin? pa fdas cos* * | 
T > 
es. Ky" «.” } sin @dgpdO 


und haingt von einem Integral ab, das nur mittelst Reihen- 
entwicklung berechnet werden kann. 

Ahnliches gilt von der Wahrscheinlichkeit, dass der 
Fehler g der Punktbestimmung, von seiner Richtung ab- 


7? [7 Wr tt 
K,, i Ie 


20° 


? 


gesehen, zwischen den Grenzen 0 und o/ A” eingeschlossen 
sei; der beziigliche Ausdruck ist 


o(6VK) — + — 
(2m)? ae Gees 
js Qn xn 


On C= hele Vanes O sin? p aoe. =) ; 
if a 1a Ky” K" | 9 sn@dedgda. 
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187. Daran schliesst sich der Begriff des wahrschein- 
lichen Fehlers R= 6,/K” als Wurzel der Gleichung 


() @(oVK") = } 


an, und zwar bedeutet & den Halbmesser derjenigen um 
den Fehlerursprung beschriebenen Kugel, fiir welche die 
aussere Wahrscheinlichkeit gleichkommt der inneren. Der 
Wert von & ist von dem Gréssenverhiltnis K,” : K,’: K.” 
abhingig und bewegt sich zwischen jenen Grenzen, welche 
linearen Fehlern einerseits (zwei der Werte K,.”, K,’, K.” 
sind Null) und dem Falle K,’ = K,” = K,’ andererseits 
entsprechen, wo die Fehlerellipsoide in konzentrische Kugeln 
sich umwandeln. An der ersteren Grenze ist 6, = 0,67449, 
an der letzteren ergibt sich 6, aus der Gleichung 
VK" 20 6 
ge 


2%" 9? sin Ododgd@ =~, 


oni’). 
welche aus (7) hervorgeht fir K, = Ky = K; = ee Die 
Ausfiihrung der Integrationen in Bezug auf @ und g fiihrt 
auf die einfachere Gleichung 


Le, 3 0? 
1122/3 em i 
as fe PE Od 0 3, 
(2 a K"’) 2 5 
und diese verwandelt sich durch die Substitution 0 V 
oV> 
2 6 er Oi 1 

Vu edn 6,¢€ E Pao 

0 


2K" 
3 


=f in 


woraus mit Zuhilfenahme der Tafel I (am Ende des Buches) 
. 6, = 0,88807 


gefunden wird. Ls variiert also R zwischen den Grenzen 


0,67449/V K” und 0,88807V K”. 
26* 
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188. Natiirlicher als die Verfolgung von Punktlagen 
gleicher Entfernung vom Fehlerursprung ist das Verfahren, 
Punkte zusammenzufassen, welchen gleiche Wahrscheinlich- 
keit zukommt und dementsprechend den Raum statt durch 
Kugeln durch Fehlerellipsoide in Hlemente zu zerlegen. 

Heisst das Volumen des Ellipsoids (2), Art. 183, v, ist 
dv die Anderung, welche es bei dem Ubergange von x zu 
* + dx erfihrt, ®, der den Punkten dieses Ellipsoides zu- 
kommende Wert von ®, so ist ®,dv die Wahrscheinlichkeit 
dass der Punkt in die Sonate welche durch die Ellipsoide 
x” und (x + dx)? begrenzt ait zu liegen komme. Nun ist 


(8) y= at V8K, KK , 
folglich 
dv = 4nx?du// 8K," KK.” 
und 
(9) @, dv = we-* da. 
Va 


Daraus ergibt sich die imnere Wahrscheinlichkeit fiir 
das in Rede stehende Ellipsoid 


x 


(10) @(«) =f eav = Tai e~* dx — = Kea 
40 ) 


Hinige Werte von @(x), das hier nicht wie in der Ebene 
eine einfache Rechnung gestattet, sind nachstehend zusammen- 
gestellt. 

% O(x) % O (x) 
0,0 0,0000 

0,1 0,0014 12° 07011 
0,2 0,0107 14 0,8824 
0,3 0,0344 1,6 0,9469 
0,4 0,0767 1,8 0,9790 
0,5 0,1384 2,0 0,9926 
0,6 0,2181 2,2 0,9977 
0,7 0,3108 2,4 0,9994 
0,8 0,4108 2,6 0,9999 
0,9 05119 2,8 0,9999 
1,0 0,6084 8;0..0;9999; 
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Das wahrscheinliche Ellipsoid, d. i. dasjenige, fiir 
welches die dussere Wahrscheinlichkeit gleichkommt der 
innern, ist charakterisiert durch jenen Wert von x, welcher 
sich aus der Gleichung @(%) = > ergibt, niimlich « = 0,88807; 
seine Halbaxen sind demnach 

0,88807 /2.K,,” = 1,2559//K,” 
(11) 0,88807 V2. K,” = 1,2559 VK,” 

0,88807 /2.Ki” = 1,2559//K,’; 
es wird aus dem mittleren Fehlerellipsoid durch lineare Ver- 
grésserung in.dem Verhiltnisse 1: 1,2559 erhalten. 

189. Bravais ftihrt in seine Untersuchungen dasjenige 
Ellipsoid, dessen Volumen gleich ist der Einheit, unter dem 
Namen Fundamentalellipsoid ein. Das zugehérige x 
werde mit x, bezeichnet; aus Gleichung (8) des vorigen 
Artikels ergibt sich fiir dasselbe die Bestimmung 
rE aad ge to AR cen Ne i 
z AnV2K," KK,’ 
wornach fiir (8) auch geschrieben werden kann 

“2 
GS S70 
oa 

Mittelst dieser Relationen erkennt man, dass fiir jeden 
Punkt des Ellipsoides (2), Art. 183, 


4 ap 
@, = ——4,?e-*"”. 
38V « 


Hiner dieser Punkte habe den Leitstrahl 9, der zu- 
geordnete Leitstrahl des Fundamentalellipsoides sei g,. Man 
denke sich einen Kegel mit unendlich kleiner Offnung, dessen 
Spitze im Ursprung liegt und dessen Mantel durch jenen 
Punkt geht; dann ist das von dem Ellipsoid (2), Art. 183, 


begrenzte Volumen dieses Kegels qo’, oder wegen 9°=0,°v 
auch gleich = 70,80 und sein Differential + 40rd. Inte- 


griert man das Produkt ©, - . go,°dv zwischen den Grenzen 


vy =O und v=o, so erhilt man die Wabhrscheinlichkeit, 
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dass der Punkt in den ins Unendliche sich erstreckenden 
Raum des gedachten Kegels fallen werde; diese Wahrschein- 
lichkeit ist demnach 


ve) 

a d0@ 3 5 Bo—n208 dv = a qo 3 

9V x 1 a 3 ib LD) 
0 


also gleich dem durch das Fundamentalellipsoid begrenzten 
Teil des Kegels. : 

Dieses Verhalten erstreckt sich naturgemiéss auch auf 
Kegelriume von endlicher Offnung. Man kann es auch in 
die Worte fassen, dass die Wahrscheinlichkeit des Abweichens 
in bestimmter Richtung proportional ist der dritten Potenz 
des zugehérigen Halbmessers des Fundamental- oder irgend 
eines festen Fehlerellipsoids. 


190. Durch jeden Punkt des Raumes geht ein und nur 
ein Fehlerellipsoid, der ihm als charakteristische Zahl zu- 
geordnete Wert von x® ergibt sich durch Einfiihrung seiner 


Koordinaten in die Gleichung (2), Art. 183. Der Ausdruck 
ao dx, welcher in Gleichung (9), Art. 188, als Wahr- 
v4 

scheinlichkeit dafiir gefunden worden ist, dass der Punkt 
zwischen die Ellipsoide x? und (« + dx)? zu liegen kommen 
werde, ist zugleich Wahrscheinlichkeit dafiir, der einem 
Punkte zugeordnete Wert von x” sei zwischen den Grenzen x?” 
und (* + dx) eingeschlossen. Hiernach ist der Mittelwert 
von x” gleich 


(14) fn" dx = zs : 
Vx ‘ 
0 


191. Nach diesen allgemeinen Erérterungen nehmen 
wir das Problem des Artikels 159 wieder auf, indem wir 
uns die Frage nach der zweckmassigsten Wahl der Multipli- 
katoren o;, B;, 7; stellen. 

Zu diesem Ende setzen wir 
(1) Gy, 07 + Gat y? + Gnsiee + 2a., y2 Hh 2G, 2H 2M ey Met f 

4k d 
die Wahrscheinlichkeit, dass der Punkt innerhalb des durch 
diese Gleichung dargestellten Hlhpsoids enthalten sei, fiir 
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welche in Art. 188 der Ausdruck (10) gefunden worden ist, 
ist zugleich die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Fehler 
x,y, @ in den Koordinaten der Punktbestimmung gleichzeitig 
zwischen jenen Grenzen eingeschlossen sein werden, welche 
sich aus der Gleichung (1) ergeben. 

Um die tiussersten Werte von a zu finden, verbinde man 
die Gleichung (1) mit den beiden Gleichungen 


(2) A,X + gg -F Mg32 = O 

Ag, U + Aggy + Ag3¢ = O, 
welche aus (1) durch partielle Differentiation in Bezug auf 
y und z erhalten werden, und zwar in der Weise, dass man 
die erste mit y, die zweite mit g multipliziert und hierauf 
beide von (1) subtrahiert; daraus fliesst als dritte Gleichung 


é 4n°R 
(3) Ayt AY TF 3% = ——- 


Durch Auflésung von (2) und (3) nach & ergibt sich 
zunachst 


Ry = —— 
G39 Ass | 
und da 
Gee, = 10! 
92 Ags 
| =—— TRI eink 
Aso Ass | 


so sind die verlangten dussersten Werte von a: 


(4) o£ VA, = + 2g Viac] 
und ebenso findet man als fusserste Werte von y und. z: 
(4*) y = + 2uV An = + 2yV[BB] 
Go) ag + 24 Ags = 1 24 Viy7I. 


Es ist ganz naturgemiiss, jene Systeme von Multipli- 
katoren als die vorteilhaftesten zu bezeichnen, fiir welche 
die Grenzen von 4, y, 2 gleichzeitig moéglichst eng ausfallen. 
Im Sinne dieser Festsetzung hat man also a;, B;, y; so zu 
bestimmen, dass 

[eo] ein Minimum 
[66] em Minimum 


[yy] ein Minimum 
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werde unter gleichzeitiger Erfiillung der Bedingungen (s. die 
Gleichungen (2), Art. 159) 
foal =—=1,° [ab] 0," [ec =90 
(5) [Bal —— 07 Spel aa eae 
iva} ==07 lybl = 0" aiveyet- 
Nach einem wiederholt befolgten Vorgange fiihrt dies 
zu den Bestimmungen : 
O; = Aid + Oidiat “dss 
(6) Bi = Gide + 5:42 + Cidos 
Vi = Us, + ids. + Oss » 
in welchen fiir die verschiedenen q,; die aus folgenden Glei- 
chungssystemen resultierenden Werte einzutragen sind: 
[aa]dn + [ab] a2 + [4¢]%3 = 1 
[ba] 411 + [06] G2 + (bela; = 9 
[ca] di + [eb] He + [ee]ai3 = 9 


Laa}qo, + [4b] de0 + Laclars = 9 
(7) (ba) qo, + [60]} doo + [De] G3 = 1 
[ea] Qo, + [6b] doo + [ee] G3 = 0 


[aa] qs, + [ab] 452 + [4¢]455 = 9 
[5a)} ds. + [0b] Q52 + [6c]953 = 0 
[ea] qs, + [¢6] ds. + [¢¢] de5 = 1. 

Hiermit ergibt sich auf Grund der Gleichungen (4), 
Art. 159, die vorteilhafteste Bestimmung der Koordinaten 
des Punktes 

X= lal +E) d + LOU + Voie + Le + & ais 
(8) XY. = [a + h’)]qe, + [0 + F))ae2 + [ed + kh’) aos 

Zy = [al + FB Ngs, + [00 + B)as2 + [ed + 4’) 55 » 
welche aber zusammenfallt mit der Lésung des Gleichungs- 
systems 

[aa] X, + [ab] Y, + [ac] Z = [al + k’)] 
(9) [ba] X, + [bb] Y) + [be] 4, = [60 + &’)) 
[ca] X) + [cb] Y, + [ee] Z, = [ed + &’)). 
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Die vorteilhafteste Bestimmung der Unbekannten ist 
also auch unter diesem Gesichtspunkte diejenige, welche sich 
nach der Methode der kleinsten Quadrate ergibt. 


Setzt man 
| {aa| [ab] [ac] | 
| [ba] [Od] o [bela = 2 
| [ea] [eb] [ec] 4 
und bezeichnet das adjungierte System mit 
Aga Ag Aae 
Aga Ay, Axe 
; SNRs froe Day 7 Mi 
so folgt aus (6) und (7) mit Beriicksichtigung von (5) 


Oud A, ac 
eg ee ae Cee 
22 ye - Ay, 5 A,. 
[Boe] a ose [BB] ore [By] a oe 


ce 


Aya A,, 
yet, A eee a Wao 
mithin ist (s. die Gleichungen (7), Art. 159) 


[Ay Aj, Ais | | Age Ag, Aac | 
te | Ay, Ay, Ags | a se Aya Avy Ave | = Ze 
As, As. Ags Aca Acs Aec 
nS | As, Ags — cm | Ay, Ave a A 
Asa Ags Acy Acc| 4 
es 
eos 31 co ca 


u. Ss. w., So dass sich fiir die Wahrscheinlichkeit p (s. Glei- 
chung (8), Art. 159) 

ince A [aa)x?+[6 6) y?+ [cc] 22-+-2 [dc] y2t2 [ca] za+2[ablay 
(10) p= aah x da dy dz 


2 
8n® y3 
als endgiltiger Ausdruck ergibt, in welchem nur noch die 
Koeffizienten der Fehlergleichungen (1), Art. 159, neben der 
von der Genauigkeit der Beobachtungen abhingigen Grosse 7 


erscheinen. 
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Der Exponent von e ist aber die Entwicklung von 


L— 


5] ele ry 
-Seeey, 


t=1 


und bezeichnet man die Determinante der quadratischen Form 


> (ge =f OY =|- 2) 
x 


mit f’, so lasst sich (10) auch in der Gestalt 


_ (ape o,y+oq2\2 
= 2 7) du dy dz 
’* @yva) 7 ‘ 
schreiben. Dies stimmt mit einem an friiherer Stelle (Art. 122° 
erwihnten und nachgewiesenen Laplace’schen Resultat 
tiberein. 


VR’ 


Tafel I. 


t 


Werte der Funktion @(¢) = J ‘edt. 


c 


t O(?) Te Bi aa ow pit. || A(t) Diff. 
0, 00 0 00000 00 1128 33 0,40)0,42839 22l957 68 0,80 0, 74210 101590 23 
0, ,01 0,01128 33/1128 11 0,41/0,43796 90949 86 0,81 0, 74800 331580 75 
0,02 0,02256 44/1127 66 0,42/0,44746 76/941 91 0,82 0.75381 08 571 30 
0,03 0,03384 10/1126 99 | 0,43/0,45688 67/933 84 || 0,83)0,75952 38 561 89 
0 04 0,04511 09/1126 09 0,44/0,46622 51/925 67 || 0,84/0,76514 27/552 53 
0,05 0 505637 18,1124 97 0,45|0,47548 18/917 37 | 0,85|0,77066 80/548 22 
0,06 0, 06762 15,1123 62 || 0,46)0,48465 55/908 97 || 0,86/0,77610 22\533 96 
0,07 0, 07885 77) 1122 04 || 0,47)0,49374 52/900 46 || 0,87/0,78143 98/524 75 
0,08 0, 09007 81) 1120 25 || 0,48/0,50274 98/891 85 || 0,88/0,78668 73/515 59 
0,09 0, 10128 06, 1118 24 0,49|0,51166 83/883 16 || 0,89)0,79184 32,506 50 
0,10 011246 30/1116 00 |) 0,50/0,52049 99/874 38 | 0,90)0,79690 82/497 46 
0,11/0,12362 30/1113 54 0, 51/0,52924 37|865 50 || 0,91/0,80188 28/488 49 
0,12 0,13475 84/1110 87 0,52/0,53789 87/856 54 || 0,92/0,80676 77/479 58 
0,13|0,14586 71/1107 99 0,53 0,54646 41/847 51 0,93|0,81156 35/470 75 
0,14,0,15694 70/1104 89 0,54|0,55493 92/838 41 0,94/0,81627 10/461 98 
0,15 ,0,16799 59/1101 58 0,55|0,56332 33/829 24 || 0,95/0,82089 08/453 28 
9,16 0,17901 17|1098 06 0,56|0,57161 57/820 01 0,96)0,82542 36/444 67 
0,17\0,18999 23/1094 34 || 0,57/0,57981 58/810 71 0,97/0,82987 03/436 12 
0,18 0,20093 57/1090 41 0,58/0,58792 29/801 36 || 0,98/0,83423 15/427 66 
0,19)0,21183 98/1086 27 0,59/0,59593 65/791 96 || 0,99)0,83850 81/419 27 
0,200, 22270 25,1081 93 0,60/0,60385 61/782 51 1,00|0,84270 08/410 97 
0,21/0, 23352 18,1077 40 0,61|0,61168 12/773 02 1,01|0,84681 05/402 75 
0,22|0,24429 58/1072 67 0,62|0,61941 14/763 49 1,02)0,85083 80/394 62 
0,23/0,25502 25/1067 75 0,63|0,62704 63/753 94 || 1,03/0,85478 42/386 57 
0,24/0,26570 00/1062 63 0,64/0,63458 57/744 35 1,04/0,85864 99/378 61 
0,2 25 0, 27632 63)1057 34 || 0,65)0,64202 92/734 73 1,05|0,86243 60/370 75 
0,26 0,28689 97|1051 85 0,66/0,64937 65|725 10 1,06|0,86614 35/362 97 
0, "On| 0, 29741 82/1046 18 0,67|/0,65662 75/715 45 1,07|0,86977 32/355 29 
0,28 0 "30788 00/1040 34 || 0,68)0,66378 20|705 79 1,08)0,87332 61/347 69 
0,29 0,31828 34/1034 33 || 0,69/0,67083 99/696 11 1,09/0,87680 30'340 20 
0,30|0,32862 67/1028 14 || 0,70/0,67780 10/686 44 || 1,10)0,88020 50/332 80 
0,31/0,33890 81\1021 78 0,71)0,68466 54/676 76 1,11)0,88353 30/325 49 
0,32)|0,34912 59|1015 26 | 0,72)0,69143 30/667 08 1,12|0,88678 79/318 28 
0,33/0,35927 85/1008 59 0,73/0,69810 38\657 42 1,13]0,88997 07/311 16 
0,34/0,36936 44/1001 75 0,74|0,70467 80/647 76 1,14/0,89308 23)/304 15 
0,35/0,37938 19) 994 77 0,75/0,71115 56/638 11 1,15)0,89612 38|297 24 
0,36)0,38932 96) 987 63 || 0,76|0,71753 67/628 49 1,16|0,89909 62/290 42 
0,37|0,39920 59} 980 34 | 0,77 0,72382 16/618 88 1,17|0,90200 04/283 70 
0,38 ,0,40900 93| 972 92 0,78|0,73001 04/609 31 1,18|0,90483 741277 09 
0,39|0,41873 85| 965 37 || 0,79|0,73610 35/599 75 1,19|0,90760 83/270 57 


@ (it) 


O(t) 


0,91031 40 


0,91295 55 
0,91553 39 
0,91805 01 
0,92050 52 


0,92290 01 
0,92523 59 
0,92751 36 
0,92973 42 
0,93189 87 


0,93400 80 
0,93606 32 
0,93806 52 
0,94001 50 
0,94191 37 


0,94376 22 
0,94556 14 
0,94731 24 
0,94901 60 
0,95067 33 


0,95228 51 
0,95385 24 
0,95537 62 
0,95685 73 
0,95829 66 


0,95969 50 
0,96105 35 
0,96237 29 
0,96365 41 
0,96489 79 


0,96610 52 
0,96727 68 
0,96841 35 
0,96951 62 
0,97058 57 


0,97162 27 
0,97262 81 
0,97360 26 
0,97454 70 
0,97546 20 


0,97634 84 
0,97720 69 
0,97803 81 
0,97884 29 
0,97962 18 


0,98037 56 
0.98110 49 
0,98181 04 
0,98249 28 
0,98315 26 


1,90 
1,91 
1,92 
1,93 
1,94 


1,95 
1,96 
1,97 
1,98 
1,99 


2,00 
2,01 
2,02 
2,03 
2,04 


2,05 
2,06 
2,07 
2,08 
2,09 


2,10 
2,11 
2,12 
2,13 
2,14 


2,15 
2,16 
2,17 
2,18 


0,98379 04 
0,98440 70 
0,98500 28 
0,98557 85 
0,98613 46 


0,98667 17 
0,98719 03 
0,98769 10 
0,98817 42 
0,98864 06 


0,98909 05 
0,98952 45 
0,98994 31 
0,99034 67 
0,99073 59 


0,99111 10 
0,99147 25 
0,99182 07 
0,99215 62 
0,99247 93 


0,99279 04 
0,99308 99 
0,99337 82 
0,99365 57 
0,99392 26 


0,99417 94 
0,99442 63 
0,99466 37 
0,99489 20 
0,99511 14 


0,99532 23 
0,99552 48 
0,99571 95 
0,99590 63 
0,99608 58 


0,99625 81 
0,99642 35 
0,99658 22 
0,99673 44 
0,99688 05 


0,99702 05 
0,99715 48 
0,99728 36 
0,99740 70 
0,99752 53 


0,99763 86 
0,99774 72 
0,99785 11 
0,99795 05 


2,19 | 0,99804 59 


0,99813 72 | 


0,99822 44 
0,99830 79 
0,99838 78 
0,99846 42 


0,99853 73 
0,99860 71 
0,99867 39 
0,99873 77 
0,99879 86 


0,99885 68 
0,99891 24 
0,99896 55 
0,99901 62 
0,99906 46 


0,99911 07 
0,99915 48 
0,99919 68 
0,99923 69 
0,99927 51 


0,99931 15 
0,99934 62 
0,99937 93 
0,99941 08 
0,99944 08 


0,99946 94 
0,99949 66 
0,99952 26 
0,99954 72 
0,99957 07 


0,99959 30 
0,99961 43 
0,99963 45 
0,99965 37 
0,99967 20 


0,99968 93 
0,99970 58 
0,99972 15 
0,99973 64 
0,99975 05 


0,99976 40 
0,99977 67 
0,99978 88 
0,99980 03 
0,99981 12 


0,99982 15 
0,99983 13 
0,99984 06 
0,99984 94 
0,99985 78 


O(2) 


0,99986 57 

0,99987 32 
0.99988 03 
0,99988 70 
0,99989 33 


0,99989 94 
0,99990 51 
0,99991 05 
0,99991 56 
0,99992 04 


0,99992 50 
0,99992 93 
0,99993 34 
0,99993 72 | 
0,99994 09 


0,99994 43 
0,99994 76 
0,99995 07 
0,99995 36 
0,99995 63 


0,99995 89 
0,99996 13 
0,99996 36 
0,99996 58 
0,99996 79 


0,99996 98 
0,99997 16 
0,99997 33 
0,99997 50 
0,99997 65 


0,99997 79 
0,99997 93 
0,99998 05 
0,99998 17 
0,99998 29 


0,99998 39 
0,99998 49 
0,99998 59 
0,99998 67 
0,99998 76 


0,99998 84 
0,99998 91 
0,99998 98 
0,99999 04 
0,99999 10 


Diff. 


© (t) 
0,99999 16 
0,99999 21 
0,99999 26 
0,99999 31 
0,99999 36 


0,99999 40 
0,99999 44 
0,99999 47 
0,99999 51 
0,99999 54 


0,99999 57 
0,99999 60 
0,99999 62 
0,99999 65 
0,99999 67 


0,99999 69 
0,99999 71 
0,99999 73 
0,99999 75 
0,99999 77 


0,99999 78 
0,99999 80 
0,99999 81 
0,99999 82 
0,99999 84 


0,99999 85 
0,99999 86 
0,99999 87 
0,99999 88 
0,99999 89 


0,99999 89 

0,999999 00780 
0,999999 07672 
0,999999 14101 
0,999999 20097 


0,999999 25691 
0,999999 30905 
0,999999 35766 
0,999999 40296 
0,999999 44519 


0,999999 48452 
0,999999 52115 
0,999999 55527 
0,999999 58703 
0,999999 61661 


Diff. 


OR Ret RK RK RFP Nr eH DO KF NNN DND NNWNW WWE WE F OLOoUo or 


4,80 


(2) 


| 0,999999 64414 


0,999999 66975 
0,999999 69358 
0,999999 71574. 
0,999999 73636 


0,999999 75551 
0,999999 77333 
0,999999 78990 
0,999999 80528 
0,999999 81957 


0,999999 83285 
0,999999 84517 
0,999999 85663 
0,999999 86726 
0,999999 87712 


0,999999 88629 
0,999999 89477 
0,999999 90265 
0,999999 90995 
0,999999 91672 


0,999999 92300 
0,999999 92881 
0,999999 93421 
0,999999 93921 
0,999999 94383 


0,999999 94812 
0,999999 95208 
0,999999 95575 
0,999999 95915 
0,999999 96230 


0,999999 96521 
0,999999 96790 
0,999999 97039 
0,999999 97260 
0,999999 97482 


0,999999 97678 
0,999999 97860 
0,999999 98028 
0,999999 98183 
0,999999 98327 


0,999999 98458 
0,999999 99330 
0,999999 99714 
0,999999 99881 
0,999999 99951 
0,999999 99980 
0,999999 99992 
0.999999 99997 
0,999999 99999 
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Tafel II. 


Werte der Funktion @(9 *) => ) —* dt, 


geordnet nach dem Argument is, 
7 


| 
(@} (¢ | Diff, |! a © (c 5) Diff. at (C) (¢ +) 
r r r | r | r 


0,00000 | 538 | 0,40 | 0,21268 | 519 0,80 | 0,41052 
0,00538 | 538 0,41 | 0.21787 | 517 0,81 | 0,41517 
0,01076 | 538 0,42 | 0,22304 | 517 0,82 | 0,41979 
0,01614 | 538 || 0,43 | 0.22821 | 515 0,83 | 0,42440 
0,02152 | 538 || 0,44 | 0.23336 | 515 || 0,84 | 0,42899 


0,02690 538 0,45 | 0,23851 | 513 0,85 | 0,43357 
0,03228 | 538 0,46 | 0,24364 | 512 0,86 
0,03766 | 537 0,47 | 0,24876 | 512 0,87 | 0,44267 

0,04303 | 537 || 0,48 0,25388 | 510 | 6,88  0,44719 | 
0,04840 | 538 || 0,49 | 0,25898 | 509 


0,05378 | 536 || 0,50 | 0,26407 | 508 0,90 | 0,45618 
0,05914 | 587 || 0,51 | 0,26915 | 506 0,91 | 0,46064 
0,06451 | 536 || 0,52 0,27421 | 506 | 0,92 | 0,46509 
0,06987 | 536 0,53 | 0.27927 | 504 || 0,93 | 0,46952 
0,07523 | 536 || 0,54 | 0,28431 | 503 || 0,94 | 0,47393 


0,08059 | 535 || 0,55 | 0,28934 | 502 0,95 | 0,47832 
0,08594 | 5385 || 0,56 0,29436 | 500 | 0,96 | 0,48270 
0,09129 | 534 || 0,57 | 0,29936 | 499 | 0,97 | 0,48605 
0,09663 | 534 || 0,58 | 0,80435 | 498 | 0,98 | 0,49139 
0,10197 | 5384 || 0,59 .0,30933 | 497 «|| 0,99 | 0,49570 


0,10731 | 533 || 0,60  0,31430 | 495 || 1,00 | 0,50000 
0,11264 | 532 || 0,61 | 0,31925 | 494 || 1,01 | 0,50428 
0,11796 | 532 || 0,62 | 0,32419 | 492 1,02 | 0,50853 
0,12328 | 532 || 0,63 | 0,32911 | 491 1,03 | 0,51277 
0,12860 | 531 0,64 | 033402 | 490 || 1,04 | 0.51699 


0,13391 | 530 | 0,65 | 0,33892 | 488 1,05 | 0,52119 
0,13921 | 530 0,66 | 0,34380 | 486 1,06 | 0,52537 
0,14451 | 529 0,67 | 0,34866 | 486 1,07 | 0,52952 
0,14980 | 528 0,68 | 0,35352 | 483 1,08 | 0,53366 
0,15508 | 527 0,69 | 0.35835 | 482 1,09 | 0,53778 


0,16035 | 527 0,70 | 0.36317 | 481 1,10 | 0,54188 
0,16562 | 526 0,71 | 036798 | 479 1.11 | 0.54595 
0,17088 | 526 || 0,72 | 0.87277 | 478 1,12 | 0,55001 
0,17614 | 524 0,73 | 0,37755 | 476 1,13 | 0,55404 
0,18138 | 524 || 0,74 | 0,88231 | 474 1,14 | 0,55806 


0,18662 | 523 || 0,75 | 0,388705 | 473 1,15 | 0,56205 
0,19185 | 522 0,76 | 0,39178 | 471 1,16 | 0,56602 
0,19707 | 522 0,77 | 0,89649 | 469 1,17 | 0,56998 
1,18 
net BS) 


So 
a 
Ne) 
=; 
iS 
or 
—_ 
for) 
iio) 


0,20229 | 520 || 0,78 | 0,40118 | 468 0,57391 
0,20749 | 519 || 0,79 | 0,40586 | 466 0,57782 


eri ae ee ; 
| 0 (¢) | Did ill, ee | OG .) Diff. ef o(o=) Diff. 
r | r ee a r 


0,58171 | 387 1,70 | 074847 | 277 || 2,20 | 0,86216 | 178 
0,58558 | 384 || 1,71 | 075124 | 276 || 2,91 | 0,86394 | 176 
0,58942 | 383 1,72 | 0.75400 | 274 || 2,92 | 0,86570 | 175 
0.59325 | 380 1,73 | 0.75674 | 271 || 223 | 0.86745 | 172 


0,59705 | 378 1,74 | 0,75945 | 269 2.24 | 086917 | 171 
0,60083 | 377 1,75 | 0,76214 | 267 2,25 | 0,87088 | 170 
0,60460 | 373 1,76 | 0.76481 | 265 2.26 | 0,87258 | 167 
0,60833 | 372 1,77 | 0,76746 | 263 2,27 | 0,87425 | 166 
0,61205 | 370 1,78 | 0,77009 | 264 2,28 | 087591 | 164 
0,61575 | 367 1,79 | 0,77270 | 258 2.29 | 0.87755 | 163 
| 0,61942 | 866 1,80 | 0,77528 | 257 2,30 | 0,87918 | 160 
0,62308 | 363 1,81 | 0,77785 | 254 2,31 | 0.88078 | 159 


0,62671 | 361 1,82 | 0,78039 | 252 2,32 | 0,88237 | 158 
0,630382 ) 359 1,83 | 0,78291 | 251 2,33 | 0,88395 | 155 
0,63391 | 356 1,84 | 0,78542 | 248 2,34 | 0,88550 | 155 


0,63747 | 355 1,85 | 0,78790 | 246 2,35 | 0,88705 | 152 
0,64102 | 352 1,86 | 0,79036 | 244 2,36 | 0.88857 | 151 
0,64454 | 350 1,87 | 0,79280 | 242 2,37 | 0,89008 | 149 
0,64804 | 348 1,88 | 0,79522 | 239 2,88 | 0,89157 | 147 
0,65152 | 346 1,89 | 0,79761 | 238 2,39 | 0,89304 | 146 


0,65498 | 343 1,90 | 0,79999 | 286 || 2,40 | 0,89450 | 145 
0,65841 | 344 1,91 | 080235 | 234 || 2,41 | 0,89595 | 143 
| 0,66182 | 339 1,92 | 0,80469 | 231 2,42 | 0,89738 | 141 
0,66521 | 337 1,93 | 080700 | 230 || 2,43 | 0,89879 | 140 
0,66858 | 335 1,94 | 0.80930 | 228 || 2,44 | 0,90019 | 138 


0,67193 | 333 1,95 | 0,81158 | 225 |) 2,45 | 0,90157 | 136 
0,67526 | 330 || 1,96 | 0,81383 | 224 || 2,46 | 0.90293 | 135 
0,67856 | 328 || 1,97 | 0,81607 | 221 |] 2,47 | 0,90428 | 134 
0,68184 | 326 1,98 | 0,81828 | 220 || 2,48 | 0,90562 | 132 
0,68510 | 323 1,99 | 0,82048 | 218 || 2,49 | 0,90694 | 131 


0,68833 | 322 || 2,00 | 0,82261 | 215 || 2,50 | 0,90825 | 129 
0,69155 | 319 || 2,01 | 0,82481 | 214 || 2,51 | 0,90954 | 128 
0,69474 | 317 || 2,02 | 0,82695 | 212 2,52 | 0,91082 | 126 
0,69791 | 315 || 2,03 | 0,82907 | 210 || 2,53 | 0,91208 | 124 
0,70106 | 313 || 2,04 | 0,83117 | 207 2,54 | 0,91332 | 124 


0,70419 | 310 2,05 | 0,88324 | 206 2,55 | 0,91456 | 122 
0,70729 | 309 2,06 | 083530 | 204 | 2,56 | 0,91578 | 120 
0,71038 | 306 || 2,07 | 0,83734 | 202 || 2,57 | 0,91698 | 119 
0,71344 | 304 2,08 | 0,83936 | 201 2,58 | 0,91817 | 118 
0,71648 | 301 2,09 | 084137 | 198 2,59 | 0,91935 | 116 


0,71949 | 300 || 2,10 | 0,84330 | 196 || 2,60 | 0,92051 | 115 
0,72249 | 297 || 2,11 | 0,84531 | 195 || 2,61 | 092166 | 114 
0,72546 | 295 || 2,12 | 0,84726 | 193 || 2,62 | 0,92280 | 112 
0,72841 | 293 | 2,13 | 0,84919 | 190 | 2,63 | 0,92392 | 111 
0,73134 | 291 2,14 | 0.85109 | 189 || 2,64 | 0,92503 | 110 


0,73425 | 289 |) 2,15 | 0,85298 | 188 || 2,65 | 0,92613 | 108 
0,73714 | 286 || 2,16 | 0.85486 | 185 |; 2,66 | 0,92721 | 107 
0,74000 | 285 || 217 | 0,85671 | 183 || 2,67 | 0,92828 | 106 
0,74285 | 282 | 218 | 0,85854 | 182 2,68 | 0,92934 | 104 
0,74567 | 280 || 2,19 | 0,86036 | 180 2,69 | 0,93038 | 103 


= 


= | a(¢ +) pit | — | @ (0<) pg | = |@ (¢ +) Diff, 
2,70 | 0,93141 | 102 3,00 | 0,95698 | 69 3,30 | 0,97397 | 45 
271 | 0.93243 | 101 3,01 | 0,95767 | 68 3.31 | 0,97442 | 44 
272 | 0.93344 | 99 3,02 | 0,95835 | 67 3.32 | 0,97486 | 44 
273 | 0.93443 | 98 3.03 | 0,95902 66 3.33 | 0,97530 | 43 
2,74 | 0,93541 97 3,04 | 0,95968 | 65 3,34 | 0,97573 42 
2,75 | 0,93638 | 96 3,05 | 0,96033 | 65 3,35 | 0,97615 | 42 
276 | 0,93734 | 94 3.06 | 0,96098 63 3,36 | 0,97657 | 41 
2.77 | 0,93828 | 94 3.07 | 0,96161 | 63 3,37 | 0,97698 | 40 
2°78 | 093922 | 92 3,08 | 0.96224 62 3.38 | 0,97738 | 40 
2,79 | 0,94014 91 3,09 | 0,96286 1 60 3,39 | 0,97778 39 
2,80 | 0,94105 | 90 3,10 | 0,96346 | 60 3,40 | 0,97817 | 359 
2,81 | 0,94195 89 3,11 | 0,96406 | 60 3,50 | 0,98176 | 306 
2'82 | 0,94284 | 87 3.12 | 0,96466 | 58 3,60  0,98482 | 261 
2:83 | 0.94371 | 87 3.13 | 0,96524 | 58 3,70 | 0,98743 | 219 
2.84 | 0.94458 | 85 3,14 | 0.96582 | 56 3,80 | 0,98962 | 185 
2,85 | 0,94543 | 84 3,15 | 0,96638 | 56 3,90 | 0,99147 | 155 
2,86 | 0,94627 84 3,16 | 0,96694 | 55 4,00 | 0,99302 | 129 
2,87 | 0,94711 82 3,17 | 0,96749 | 55 4,10 | 0,99431 | 108 
2,88 | 0,94793 81 3,18 | 0,96804 | 53 4,20 | 0,99539 88 
2,89 | 0,94874 | 80 3,19 | 0,96857 | 53 430 | 099627 | 73 
2,90 | 0,94954 79 3,20 | 0,96910 | 52 4,40 | 0,99700 60 
291 | 0.95033 | 78 3,21 | 0,96962 | 51 4,50 | 0,99760 | 48 
2,92 | 0,95111 76 3,22 | 0,97013 | 51 4,60 | 0,99808 40 
2,93 | 0,95187 76 8,23 | 0,97064 | 50 4,70 | 0,99848 31 
294 | 0,95263 | 75 3,24 | 0.97114 | 49 4,80 | 0,99879 | 26 
2,95 | 098338 | 74 3,25 | 0,97163 48 4,90 0,99905 | 21 
2:96 | 0.95412 | 73 3.26 | 0,97211 48 5,00 | 0,99926 | 16 
2197 | 0,95485 | 72 3.27 | 0,97259 | 47 5,10 0,99942 | 13 
2,98 | 0,95557 71 3,28 | 0,97306 | 46 5,20 | 0,99955 10 
2.99 | 0,95628 | 70 3.29 | 0.97352 45 5,30 | 0,99965 
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